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前 阁 


图 论 作为 数学 的 一 个 分 支 ， 已 有 二 百 多 年 的 历史 ， 特 别 是 在 计算 机 出 现 和 推动 下 ， 图 
的 理论 有 了 迅速 的 发 展 ， 其 应 用 也 日 愈 广泛 。 现 在 已 成 为 系统 工程 、 管 理工 程 ， 计 算 机 科 
学 、 通 讯 与 网 络 埋 论 、 自 动 控 制 、 运 筹 学 以 至 社会 科学 等 的 一 种 重要 的 数学 工具 。 图 论 的 
应 用 所 以 如 此 广泛 ， 在 于 它 可 作为 分 析 处 理 多 种 问题 的 一 种 较为 理想 的 数学 模型 ， 它 的 算 


法 又 可 借 计 算 机 实现 ， 因 而 图 论 与 计算 机 相 结合 ， 


是 
闽 。 


为 图 的 理论 研究 和 应 用 开辟 了 广阔 的 前 


本 书 是 编者 经 过 长 期 的 教学 实践 ， 在 自 编 教材 的 基础 上 ， 不 断 加 工 提炼 ， 反 复 修 改 而 
成 。 节 中 除 对 图 的 基本 理论 作 了 系统 地 讨论 外 ， 并 用 了 较 多 篇 幅 介 绍 图 论 的 各 种 应 用 及 其 


算 波 ， 举 了 较 多 例题 作为 应 用 实例 及 算法 说 明 ， 月 
的 基本 理论 ， 更 熟悉 一 些 基 本 算法 ， 从 而 可 利用 i 


的 在 于 通过 对 本 书 的 学 习 ， 既 能 掌握 图 
算 机 解决 图 论 应 用 的 各 种 实际 问题 。 


鉴于 电网 络 和 开关 理论 内 容 直 富 ， 已 成 为 图 论 的 一 个 分 支 ， 在 工科 院 较 各 专 亚 的 电工 
基础 或 电工 学 中 都 有 介绍 ， 为 了 避免 重复 ， 不 再 列 入 本 书 内 容 。 因 此 本 书 可 作为 高 等 工科 
院 校 多 数 专业 的 通用 教材 或 教学 参考 书 。 由 于 专业 要 求 不 同 ， 书 中 一 些 理论 性 较 强 的 内 


容 ， 如 uratowsky 定理 、Vizing 定 理 等 的 证 明 可 
结合 实际 课题 安排 大 作业 或 上 机 实习 。 


[以 省 略 。 除 理论 教学 外 ， 如 有 条 件 可 以 
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第 一 章 绪论 


$1.1 图 的 图 形 描述 


图 的 严格 定义 ， 我 们 将 在 第 二 章 中 给 出 ， 这 里 想 要 指出 ， 社 会 上 和 自然 界 很 多 问题 ， 
如 果 用 图 形 的 方式 来 描述 和 分 析 ， 不 仅 形象 直观 ， 而 且 会 取得 很 好 的 效果 ， 从 图 形 分 析 上 
升 到 理论 ， 就 是 图 论 。 所 以 ， 图 论 是 我 们 研究 和 分 析 问 题 的 一 种 很 好 的 数学 工具 或 数学 模 
型 。 为 了 说 明 这 个 问题 ， 下 面 举 儿 个 例子 。 

例 1.1 有 三 个 酒 桶 A、B、C， 如 图 1.1， 容量 分 别 为 8、5 、3 升 , 现 A 桶 装 满 
了 酒 ， 要 求 只 用 这 三 个 桶 将 酒 平分 为 二 ， 问 怎样 分 法 。 

如 果 用 语言 来 描述 ， 一 种 平分 的 过 程 或 步骤 如 


下 先 将 A 桶 的 酒 合 和 信 C， 再 将 C 桶 的 酒 个 入 B， 
然后 依次 将 入 合 和 信 C，C 倒 入 B，B 倒 入 A，C 侧 日 
和 信 B，A 倒 和 信 C， 最 后 C 合 入 B， 即 可 得 A、B 两 

A 下 c, 


桶 装 的 酒 各 为 4 升 。 
显 络 ， 像 这 样 用 语言 来 描述 ， 前 后 状态 和 过 程 

不 好 记 ， 思 路 容易 混淆 ， 如 果 用 图 形 来 描述 就 会 清 图 1 

新 得 多 。 例 如 ， 我 们 用 小 圆 加 ( 结 点 ) 夫 示 各 个 状态 ， 在 小 圆 图 旁 标 上 (za、5 、* ) 类 


示 这 一 状态 下 A、 也 、C 三 个 桶 内 分 别 装 有 酒 4、53 、c 升 ， 用 0 一 >0 表示 前 一 状态 经 
过 某 ~- 过 程 《 步 骤 〉 迷 到 下 一 状态 ， 并 在 旁边 剑 上 及 一 了 表示 这 一 过 程 是 将 及 桶 的 酒 例 入 
YY 桶 。 : 

起 始 状态 mw， 标记 为 〈8,0,0)， 表 示人 桶 装潢 8 升 酒 ，B 、C 均 为 空 桶 ， 下 一 步 又 只 
能 有 两 种 选择 ， 一 种 是 将 和合 入 C， 即 A 一 C ， 迷 到 状态 vu (5,0,3)， 另 一 种 是 将 A 个 入 
B， 即 A 一 B， 达 到 状态 w: (3,5,0)， 如 图 1.2 所 示 。 假 设 采 用 第 一 种 选择 ， 状 态 的 下 
一 步 可 以 是 C 一 B， 则 达到 状态 ww 人 (5,3,0)， 如 果 是 A 一 B， 则 达到 状态 gq(0,5,3), 但 是 ， 
状态 9 的 下 一 步 只 能 回 到 状态 w 或 者 到 状态 w:， 这 样 的 过 程 是 不 合理 的 , 这 就 说 明 状 态 刀 
的 二 一 步 只 能 是 经 C 一 卫 面 达到 状态 %， 同 理 的 下 一 步 只 能 是 经 A 一 C 而 达到 状态 w， 


(803 15,3,0) (2,3,3) (25 OTOH (0710 43 (4 40) 
可 


nn 到 7 wn 


依 此 类 推 最 后 达到 状态 s。(4,4,0)， 直 程 即 党 结束 ， 这 时 态 、B 桶 内 的 酒 各 为 4 升 。 

如 果 采 用 第 二 种 选择 ， 即 由 初始 状态 经 A 一 B 达 到 状态 w，(3,5,0)， 最 后 也 可 实现 将 
酒 平分 为 过， 而且 所 需 步 又 少 于 第 一 种 选择 ， 它 的 图 形 描述 ， 留 给 读者 。 

和 由 此 可 见 ， 这 一 问题 用 图 形 来 描述， 不 仅 形象 直观 ， 而 且 每 一 步 都 非常 兴 格 ， 符 合 
辑 思维 和 分 析 的 规律 ， 问 题 怎 样 解 ， 有 多 少 种 解法 ， 哪 一 种 解法 基 佳 ， 都 清 起 地 旦 现 册 
来 ， 使 我们 对 这 一 问题 的 解 ， 获 得 一 清晰 完整 的 概念 。 

例 1.2 试 证 ， 任 态 六 个 人 在 一 起 ， 其 中 一 定 有 三 个 人 彼此 互相 汰 识 ， 或 者 有 三 个 人 
彼此 部 不 认识 。 

可 以 用 图 形 描 述 靶 证 明 这 个 命题 。 用 6 个 小 加 点 4 ，5 ，c ，4 ，。 ， 了 表示 任意 六 
个 人 ， 如 果 某 丙 人 彼此 认识 ， 则 在 相应 的 两 点 之 癌 联 一 实 线 ， 如 果 两 人 彼此 不 认识 ， 则 在 
相应 两 点 之 闻 画 一 条 虚线 ， 因 此 ， 任 意 两 点 之 问 如 果 不 存 在 实 线 ， 就 一 定 存在 虚线 ， 反 忆 
亦 然 。 十 是 ， 这 一 命题 的 图形 才 示 就 是 ， 一 定 存在 一 个 实 线 三 角形 ， 或 者 一 定 存在 一 个 虚 
钱 三 角形 。 

六 人 中 的 任意 一 个 人 ， 比 如 & ， 他 对 其 余 五 个 人 来 说 ， 最 少 认识 其 中 三 个 ， 否 如 地 少 
有 三 个 不 认识 ， 这 两 种 情况 一 定 有 一 种 而 且 只 能 有 - 种 存在 。 

设 & 认 识 其 余 的 三 个 人 ， 比 如 8、c 、4 ， 则 4 点 与 这 三 个 点 之 间 ， 可 腾 一 条 实 线 如 
图 1.3《〈a) 所 示 。 现 在 米 考 察 5 、c 、4 ， 如 果 他 们 三 个 人 中 至 少 有 两 人 彼此 认识 ， 比 
如 五 与 c ， 则 与 6 之 间 存 在 一 条 实 线 ， 于 是 4、3 、*e 三 不 构成 一 实 线 三 角形 。 洲 3 、 
c 、4 三 人 彼此 都 不 认识 ， 则 5、c 、4a 构成 一 虚线 三 角形 ， 因 此 ，5 、c 、 辽 之 间 的 任 
何 一 种 情况 都 将 导致 出 现实 线 三 角形 或 者 虚线 三 角形 。 


ee 2 反之 , 营 4 对 5、c、# 都 不 闪 识 ， 则 4 
a SS 与 这 三 点 之 间 可 联 一 条 虚线 ， 如 图 1.3(P ) 所 
《io < /1o Noe 示 可 用 同样 方法 征明 必然 存在 实 线 三 角形 或 
0 py 者 虚线 二 角形 。 因 此 命题 得 证 。 
? 4 例 1.3 图 1.4 天 示 某 一 城市 部 分 街道 ， 
(a cn . 中 标的 数字 表示 街道 的 长 度 。 问 从 学 校 A 到 
医院 HH， 怎 样 走路 程 最 短 。 
网 1.3 这 是 一 个 求 最 短路 径 的 问题 ， 答 案 是 治 着 


路 径 ，A (学校) 一 D 一 FG 一 J 一 了 (医院 )， 则 所 走 的 路 程 最 短 。 这 一 答案 是 怎样 得 
站 一 一 一 L 一 下 


A 
ER 


| ' 


nw 


到 的 ， 我 们 将 在 第 七 便 中 详细 分 析 并 给 出 有 效 算法 。 

上 面 列举 的 例子 ， 只 是 失 几 个 具体 问题 说 明 如 何 用 图 形 描述 和 分 析 ， 当 然 不 可 能 勾 勤 
出 图 论 研究 问题 的 全 貌 ， 但 从 中 我 们 可 以 看 到 ， 这 些 问题 都 可 以 看 作 某 些 事 物 以 及 它们 之 
词 存 在 着 的 某 种 联系 ， 图 论 就 是 研究 事物 及 它们 之 间 联 系 的 一 门 学 科 ， 正 如 用 函数 的 图 象 
描述 函数 一 样 ， 在 这 里 ， 我 们 用 图 形 米 描述 所 研究 的 事物 及 它们 之 问 的 联系 ， 即 用 图 展 玉 
岳 述 图 。 由 于 用 图 形 描述 图 ， 形 象 直观 ， 便 于 理解 ， 因 而 是 图 的 一 种 较 好 的 类 达 形式 ， 所 
以 图 论 的 很 多 名 词 和 术语 ， 都 采用 了 图 形 的 名 词 和 术语 ， 例 如 把 事物 称 之 为 点 ， 而 出 边 直 
示 事 物 之 问 的 联系 ， 等 等 。 一 一 一 人 
一 一 画 论 研究 的 剖 物 可 以 古 具 体 的 客观 实体 ， 也 可 以 是 抽象 的 艇 念 ， 和 如 同 集合 中 的 元 素 一 
样 ， 事 物 之 间 的 联系 ， 可 以 是 静 凡 的 关系 ， 也 可 以 是 动态 的 关系 ， 所 以 ， 图 论 中 的 点 和 
边 ， 林 一 定 需要 用 平面 上 的 几何 点 和 线 来 表示 ， 就 是 说 不 一 定 需 要 用 图 形 米 描述 图 ， 正 如 
不 一 定 需要 用 图 象 描述 函数 一 样 。 对 于 图 的 定义 可 以 进一步 拙 象 化 ， 对 它 进行 高 度 概括 
使 它 更 具有 普遍 意义 ， 这 就 是 我 们 以 后 要 加 以 阐述 的 。 但 是 ， 为 了 对 问题 的 分 析 更 为 直观 
清晰 ， 我 们 以 后 在 研究 图 时 ， 仍 经 党 伴 以 图 形 描述 。 

由 于 图 是 研究 事物 及 它们 之 间 关系 的 学 科 ， 央 此 任何 一 个 能 用 二 元 关系 描述 的 系统 
都 可 以 用 图 提供 数学 模型 ， 因 此 图 论 模 型 具有 广泛 的 适用 性 ， 特 别 是 计算 机 出 现 以 后 ， 图 
论 的 很 多 复杂 问题 ， 借 助 计算 机 得 到 了 圆满 的 解决 ， 使 图 论 的 理论 研究 和 应 用 ， 获 得 了 更 
为 迅速 的 安 展 。 


$1.2 图 的 拓扑 变换 
图 1.5 是 某 地 区 铁路 线路 图 。 图 1.6 是 对 这 个 线路 图 进行 简化 ， 得 出 的 一 个 示意 图 


图 1.5 “ 图 1.6 


可 以 看 出 ， 示 意图 与 原来 的 线路 艾 ， 在 外 观 上 有 了 很 大 的 变动 ， 原 来 铁路 线 的 长 度 、 
方向 以 及 各 站 的 位 置 ， 在 示意 图 中 都 变更 了 ， 唯 一 保持 不 变 的 ， 就 是 各 站 之 间 的 联接 关 
系 ， 这 一 关系 表示 各 站 之 间 的 连通 性 ， 就 是 站 与 站 之 问 ， 是 否 有 线路 连通 ， 并 且 由 某 一 站 
亚 另 一 站 ， 是 否 须 经 别 的 站 。 

通常 ， 旅 客 乘 火车 时 所 关心 的 事情 ， 并 不 是 两 站 之 间 的 距离 和 方向 等 ， 而 是 关心 在 哪 
一 站 上 车 ， 经 过 哪些 站 便 可 抵达 目的 地 。 和 如 果 是 这 样 ， 那 么 ， 用 示 意 图 代 将 原来 的 线路 
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图 ， 便 可 达到 这 一 目的 ， 使 图 形 更 为 清晰 简单 。 

由 图 1.5 的 实际 线路 图 变 成 图 1.6 的 示意 图 ， 是 经 过 一 种 几何 变换 的 ， 这 种 几何 变换 
的 主要 特点 ， 就 是 保持 物体 原来 的 连通 性 ， 就 是 说 ， 物 体 本 来 是 连 着 的 部 分 ， 不 会 因 变 换 
耐 断 开 ， 本 来 不 是 连 着 的 部 分 ， 也 不 会 因 变 换 而 接合 起 来 。 一 个 具有 保持 连通 性 的 变换 ， 
称 为 拓 扩 变换。 两 个 图 形 ， 能 够 通过 拓 扩 变换 变 成 同一 形状 的 图 形 ， 称 为 是 拓扑 等 价 的 。 

图 1.7 《a ) 中 的 图 形 是 拓扑 等 价 的 ， 同 理 《b ) 中 的 图 形 也 是 拓扑 等 价 的 ， 而 (c “ 

. 


《a) 中 的 图 形 则 不 是 拓扑 等 价 的 。 

图 的 拓 扩 变换 ， 可 以 设想 为 图 是 由 橡皮 筋 构 成 的 ， 我 们 可 以 任意 把 它 拉 长 、 扭 由， 但 
是 基 不 能 把 它 扯 断 或 接合 起 来 。 

用 以 表示 图 的 图 形 ， 也 具有 这 种 拓扑 变 换 的 特性 ， 所 以 点 和 边 的 位 置 、 形 状 是 无 关 紧 
要 的 ， 我 们 关心 的 只 是 点 与 点 之 问 的 联接 关系 ， 因 此 ， 局 样 性 质 的 图 可 以 画 成 多 种 不 同 的 
形式 ， 只 须 保持 点 和 边 的 关系 不 变 即 可 。 


$1.3 图 的 计算 复杂 性 


图 作为 一 种 数学 模型 ， 必 然 涉 及 对 它 的 计算 ， 同 一 个 问题 ， 可 能 有 不 同 的 算法 ， 算 法 
不 同 ， 效 率 了 会 不 一 样 ， 因 此 ， 对 一 个 算法 ， 人 们 常用 计算 复杂 性 去 衡量 它 的 效率 或 计算 
的 难度 。 评 价 一 个 算法 计算 复杂 性 的 标准 ， 是 这 个 算法 需要 耗费 的 时 间 和 空间 。 如 果 求解 
局 一 问题 ， 算 法 4 比 算法 和 4 需要 的 时 间 和 空间 少 ， 就 说 算法 44 比 心 好 ， 或 4 比 生 的 效 
率 高 。 不 言 而 喻 ， 当 求解 一 个 问题 时 ， 我 们 总 是 希望 找到 一 个 效率 高 的 算法 。 

通常 ， 对 一 个 算法 ， 人 们 更 关心 的 是 时 间 的 耗费 ， 即 计算 的 时 间 复杂 性 ， 而 对 空间 复 
杂 性 较 少 讨 论 。 一 个 算法 的 时 间 复 杂 性 可 以 简单 地 表 为 从 输入 数据 到 计算 出 结果 所 需 的 时 
间或 计算 的 步 数 《 即 需 要 计算 少 多 步 才 可 得 出 结果 )。 它 是 输 和 人 数据 〈 初 始 数 据 ) 量 的 函 
数 。 输 入 数据 量 常 用 一 个 正 整 数 来 表示 ， 也 称 为 问题 的 规模 或 大 小 )。 例 如 ， 在 图 论 中 ， 
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问题 规模 决定 于 图 的 边 数 或 结 点 数 。 在 计算 矩阵 乘法 时 ， 问 题 的 规模 可 以 用 人 矩阵 的 阶 数 来 

设 输入 数据 量 为 xn， 则 算法 4 的 时 间 复 杂 性 用 Tn) 表示， 在 不 致 引起 混 光 时 ， 避 将 
下 标 4 去 掉 。 当 输入 量 % 逐 渐 增 大 时 ， 时 间 复 杂 性 的 极限 称 为 算法 的 渐 近 时 间 复 杂 性 ， 它 
决定 了 能 够 处 理 的 问题 的 最 大 规模 。 

在 复杂 性 理论 中 ， 函数 的 量 级 具有 很 重要 的 着 义 ， 下 面 我 们 给 出 它 的 定义 。 

定义 1.1 给 定 两 个 自然 数 4 的 函数 F(w》 与 G(x)， 当 上 且 仅 当 存 在 一 个 正常 数 玉 和 
一 个 m6， 使 得 %* 宇 mo 时 都 有 (mn)<KG(n)， 则 称 函 数 F(w) 以 函数 GO9) 为 界 记 作 
(8) 一 O(G(%))， 或 称 F(%) 是 OC(G(n))。 

这 里 “0O ”表示 数量 级 的 概念 。 例 如 对 某 个 常数 玉 >0， 一 个 算 法 能 在 Kx 的 时 间 内 
处 理 完 规模 为 的 输入 ， 就 说 这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 是 0(%?)， 读 作 “# 平 方 级 ”的 。 

例 1.4 对 于 下 面 三 个 简单 的 程序 段 ， 

(a) XX:=X+1 ， 

(b) FOR i:=1 TOn DO 

X:=X+1 
(ce) FORi:=1 TOn DO 
FOR j:=1 TO n DO 
X:=X+1y 

程序 (a ) 只 运算 一 步 ， 执 行 时 间 是 个 常量 ;程序 〈P ) 的 语句 要 执行 # 次 ， 计 算 的 
时 间 与 %# 成 正比 ， 面 程序 《c》 的 计算 时 间 与 成 正比 ， 因 此 ， 三 个 程序 段 计算 时 间 复 杂 
性 分 别 是 OC1)、0Cw) 和 OCw)。 

在 研究 算法 复杂 性 时 ， 算 法 的 渐 近 时 间 复杂 性 是 判定 算法 好 坏 的 一 个 重要 标准 ， 这 
时， 在 确定 复杂 性 的 量 级 时 ， 函 数 的 低 次 项 可 以 忽略， 于 是 多 项 式 〈3 om 二 6 和 十 %+6) 是 


Oo 而 了 zz 是 DGz)， 显 然 ， 这 样 表 示 是 很 简便 的 。 


当 希 要 比较 两 个 复杂 性 函数 的 量 级 时 ， 常 采用 下 面 定义 的 方法 ， 

定义 1.2 设 FF(%w) 与 G4n) 为 自然 数 和 的 两 个 敬 数 ， 令 ,1m (wn)/G(n) 二 L， 如 果 
《i) 工 =4a，4 为 有 限 正 常量 ， 则 称 开 ( 轨 与 G(o) 同 量 级 。 

《iD 工 =0， 则 称 五 (w) 的 量 级 比 GCm) 的 量 级 低 。 

《ii ZL 一 cc， 则 称 G(w) 的 量 级 比 F(n) 的 量 级 低 。 


例 1.5 对 以 下 四 种 情况 ， 比 较 两 个 国 数 的 量 级 。 
(a) 设 F(m) 一 3 一 n+2, Gm) 二 二 


则 ” 工 =6， 因 此 两 个 函数 同 量 级 。 
(Pp)》 设 Fl(n)=logzn，G{(%) 二 


im i jm _logze 
Log lim HO 


这 里 我 们 用 了 如 下 法 则 ， 即 如 果 


lim F (#)= lim CC 名) 一 cc 


假定 有 导数 F'n》 及 G1' (加 电极 限 存在 ” 则 


tim F/G 一 lim 天 (RG’ (1n) 
央 达 一 0， 我 们 即 得 logoz 的 量 级 低 于 
C6) 昌 瑟 ( 鸭 ao，GU 二 夫 ， 这 里 4 、 记 为 任意 给 定 的 党 虽 ， 且 部 大 于 1 。 
令 UCR) 二 F(4)/G《n)， 则 
Un+1/U Cn) =a(n/ (n+ 1))* 
妆 辕 定 万 时 ， 我 们 总 可 以 找到 # 的 一 个 足够 大 的 值 ， 比 如 说 加， 使 ;> 时 ， (x2/ Cn 车 1))* 
宇 1， 即 
Uat+1) a Un) 

于 是 当 m 轴 时 


UN) 一 4 /nt 
CA 一 
则 工 = iin 可 (一 cc 

由 此 夯 得 ， 阶 为 于 的 指数 函数 的 量 级 将 高 于 艺 的 任何 多 项 式 的 显 级 。 所 以 算法 为 多 项 
式 阶 的 算 波 是 我 们 所 希望 得 到 的 ， 而 指教 阶 的 算法 ， 则 应 尽量 名 免 。 

《da 如果 瑟 (信和 G() 如 《ce) 所 设 ， 且 及 (; = 如， 用 类 似 《〈e 》 的 同样 近似 法 ， 
读者 可 以 验证 囊 (o 的 量 级 比 瑟 ( 鸭 和 Cs) 的 昌 级 都 高 。 即 宇 的 险 季 ， 它 的 亚 级 高 下 % 的 
多 项 式 ， 世 高 子 为 次 指数 函数 的 芋 级 。 

天 1.1 列 出 了 六 种 算法 的 时 间 复 杂 性 函数 在 不 同 问 题 规模 » 了 时 ， 需 要 的 计算 步 数 。 


表 1.1 


问 是 回首 
时 间 复 杂 性 


2 2 2 


日 2 
plog2n 2 3 Fx27 19x2% 
2 a 2 
2 2 2 
2 024 
三 x 2 了 


计算 时 间 是 与 计算 步 数 成 比例 的 ， 设 计算 机 的 计算 速度 为 2* 步 / 秒 ， 时 间 换 算 如 下 : 
22 步 / 秒 =0.9x 22 步 / 分 
一 0.9 x 28 步 /小 时 
一 1.3x28 步 /日 
二 0.9x25 步 /年 
二 0.7 x29 步 /世纪 
设 阿 题 规模 % 二 128， 则 时 间 复 杂 性 函数 为 ?的 算法 ， 需 要 的 计算 时 间 只 有 1/64 秒 ， 
5 需要 的 计算 时 间 也 不 过 2 秒 ， 而 2" 需 要 的 计算 时 间 超 过 2 世纪 ，x1 需 要 的 计 算 时 间 超 
过 5x 2 世纪 ， 显 然 ， 后 两 种 算法 是 不 可 能 在 实际 有 限 的 时 间 内 完成 的 。 
由 此 可 见 ， 一 个 算法 的 时 间 复杂 性 洋 数 的 量 级 具有 多 么 重要 的 意义 ， 它 是 反映 算法 性 
能 的 重要 指标 。 对 于 某 一 个 问题 而 言 ， 如 果 算 法 的 时 间 复 杂 性 函数 的 最 级 越 低 ， 说 明 算 源 
的 效率 越 高 。 
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可 能 认为 ， 现 代 计 算 机 发 展 突 飞 狐 进 ， 计 算 速 度 成 百 成 千 倍增 加 ， 算 靶 效 率 的 高 低 已 
没有 多 大 意义 ， 其 实 不 然 ， 表 1.2 给 出 了 提高 计算 机 运算 速度 对 列 出 的 算 靶 带 来 处 理 能 力 
增加 的 情况 。 


表 1.2 - 
算 | 时 间 | 提高 速度 前 单位 时 间 | 提高 速度 2 售后 单位 | 所 高 速度 2 倍 后 单位 | 提高 速度 2 倍 后 单位 
总 | 复杂 性 | 能 处 理 数 据 呈 了 时间 能 处 理 数据 量 了 时 阐 能 处 理 数据 基 时 间 能 处 理 数据 量 
1 n Nr 8 128N 1024Nt 
A | mn N: 2.8Ns 11.3Ns 32Ns 
A | Ns Nst3 Ns+7 Nt19 


As | a TY Nitl Net2.8 | Nr.3 


从 表 1.2 可 以 看 出 ， 算 法 省 在 同一 时 间 里 能 处 理 的 输入 晤 增加 的 借 数 与 计算 机 速度 提 
高 的 代数 相同 ， 算 巩 4. 的 处 理 能 力 ， 也 比 原来 增加 若干 倍 ， 而 算法 4 和 4 就 很 差 ， 处 理 
能 力 仅 增加 若干 个 ， 例 如 算法 44， 当 计算 机 运算 速度 提高 1024 倍 时 ， 它 能 处 理 的 数据 
量 ， 比 原先 只 多 不 到 4 个 。 这 就 说 明 ， 对 于 多 项 式 函数 的 算 靶 ， 提 高 计算 机 运算 速度 ， 对 
提高 计算 效率 ， 还 能 收 到 较为 明显 的 效果 ， 而 对 于 指数 函数 的 算法 ， 就 没有 多 大 意义 。 因 
此 一 般 认为 ， 如 果 一 个 算法 的 时 间 复杂 性 是 以 多 项 式 为 异 的 ， 则 是 一 个 有 效 的 算法 ， 对 于 
一 个 有 效 的 算法 ， 那 伯 输 入 的 数据 量 很 大 ， 也 认为 计算 机 可 以 处 理 得 了 本， 而 对 于 指数 函数 
的 算法 , 则 认为 是 一 个 低 效 率 的 算法 ,只 要 问题 的 输入 量 稍微 大 一 些 ,计算 机 就 无 法 处 理 了 。 
以 上 是 从 计算 复杂 性 量 级 的 高 低 衡 量 算法 的 优 劣 ， 但 是 也 要 指出 ， 当 问题 的 输入 量 较 
小 时 ， 或 者 带 有 不 同 大 小 的 当量 因子 时 ， 计 算 复杂 性 量 级 高 的 算法 ， 可 能 反而 比 计算 复杂 
性 量 级 低 的 算 靶 要好， 试看 下 面 的 例子 。 
例 1,6 设 算法 A,、As:、A;、As、A;s 的 时 间 复 杂 性 为 ; 
Ti(m)=1000n 
Tn) =100 nlogn 
Ts(n)=102 
Tan)=n’ 
Ts(n) =2" 
列 当 ，2<n< 9 时 ，As 比 A,、As、As、As 都 好 。 
10<nss58 了 时，As 比 A!、As。、At、AAs 都 好 。 
59<n<1024 时 ，A: 比 其 它 算法 好 。 
了 >1024 时 ， 算 法 A: 最 好 。 
所 以 ， 研 究 算法 复杂 性 时 ， 不 仅 娶 看 复杂 性 函数 的 量 级 ， 也 应 注意 所 含 的 常数 因子 以 
及 实际 问题 的 规模 。 


习题 与 思考 题 


1， 茶 人 挑 一 担 青菜 、 牵 一 条 狗 、 一 只 羊 赶路 。 途 经 一 条 小 河 ， 船 小 一 次 只 容 人 带 狗 、 
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汗 、 呈 三 者 之 一 过 河 ， 当 人 不 在 场 时 ， 应 避免 狗 和 羊 或 羊 和 菜 在 一 起， 求 过 河 的 方案 。 

2。 选手 A、B 轮 流 从 10 根 火柴 中 抽取 火柴 ， 每 次 只 淮 到 1 或 2 根 ， 不 准 不 取 也 不 准 
多 取 ， 最 后 取 完 火柴 者 歼 胜 。 问 怎样 取 方 可 取胜 。 

3， 有 4 件 产 品 ， 其 中 有 一 件 不 合格 ， 但 它 的 外 形 并 无 差异 ， 只 是 重量 不 合 标准 。 问 
如 何以 最 少 的 次 数 用 天 秤 找 出 这 件 不 合格 的 产品 ,并 判别 出 它 的 重量 比 标准 产品 重 还 是 轻 。 

4。 甲 、 乙 两 人 进行 网 球 比赛 ， 如 果 某 人 连 胜 两 局 或 总 计 胜 三 局 ， 他 祝 获 胜 ， 比 赛 即 
售 结 束 ， 试 分 析 各 种 取胜 的 比赛 情况 。 

5， 试 判别 图 1.8 中 的 图 形 ， 哪 些 是 彼此 拓扑 等 价 的 。 


AFKMIK 
STVXZ 


图 1.8 
6. 图 1.9 中 的 任意 两 个 图 形 ， 是 否 都 是 拓扑 等 价 的 。 
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7， 如 果 对 于 某 一 之 0 及 存在 ?>>0， 当 %>m% 时 ， 有 Cm) 之 和 且 存在 常数 C>> 6 
和 C2:>0， 使 得 当 %>mo 时 ， 有 


GH)ECF(n) + Cs 
证 明 G(《%) 是 OCF(2))。 
8， 对 下 面 的 函数 对 ， 确 定 最 小 的 整数 值 m>>0， 使 得 当 % 之 6 时 每 对 中 的 第 一 个 函数 
恒 大 于 等 于 第 二 个 函数 。 
{1) 92，10 9。 
(2) 2", 2 
(3) w/og2n, nlogsn)?, 
(C4) m3/2, wn, . 
9。 如 果 存 在 一 个 正 的 常数 c<， 使 得 一 切 %* 守 0， 有 F(#) 志 CG(4)， 则 记 为 F(n) 志 
G(n)、 试 证 明 ， 车 所 G1 和 Gs， 必 有 
Flt FG+ Ge 
关系 “所 ”还 有 一 些 什么 性 质 ? 


8 。 


~ 


第 二 章 ”图 的 基本 概念 


$2.1 图 与 子 图 


一 、 有 向 图 与 无 向 图 


第 一 章 讲 了 如 何 用 图 形 描述 图 ， 同 时 也 指出 图 如 同 函数 一 样 ， 也 是 一 个 数学 抽象 。 这 
里 我 们 从 集合 论 的 角度 来 给 图 下 定义 。 
定义 2.1 一 个 有 向 图 吃 是 一 个 三 元 组 《V,E, 门 , 其 中 7 是 一 个 非 空 集合 , 它 的 元 素 
称 为 有 向 图 九 的 结 点 ， 五 是 一 个 集合 ， 它 的 元 素 称 为 有 向 图 九 的 弧 ( 边 )， 了 是 从 互 到 及 x 
到 上 的 一 个 映射 〈 示 数 )。 
例 2.1 设 V 二 fw,b,c,4}, E={e,e82, e301,05566}, fle)= ab fe2) = (0,b), 
， fe) = (by0, f 01) = (c,d), 
fod) = (dsD, fe) = (dsd) 
则 妃 ==(V,E, 门 是 一 个 有 向 图 ， 它 的 图 形 如 图 2.1 所 示 。 
例 2.2 设 有 向 图 D =(V,E, 由) 的 图 形 如 图 2.2 所 示 ， 则 可 得 : 


V={a, b,c} 
E=t{e, ea， ea et es} 
fle)= (a,B, fe:)= (0, @) 
fles)= tb, 6, fle) = (¢, 0), fles)= (ce, c}. 
只 定义 可 知 ， 匹 中 的 元 素 总 是 与 六 中 的 序 候 有 着 对 应 的 关系 ， 因 此 可 用 V 中 的 序 偶 代 
赫 瑟 中 的 元 素 。 如 例 2.2， 可 写成 E={ (&, 妨 ，(B, a) ，(b, 0) ，(0, 4) ，c, 0) }。 一 个 有 向 图 
DD， 可 简 记 为 (V, 请 )。 仿 此 可 以 对 无 向 图 定义 如 下 ; 
定义 2.2 一 个 无 向 图 GG 记 作 G =(V, 瑟 )， 其 中 成 是 一 个 非 空 集合 ， 它 的 元 素 称 为 
图 的 结 点 ， 瑟 是 玉 中 的 无 序 偶 集 合 ， 它 的 元 素 称 为 图 的 边 。 
例 2,3 设 V ={a, b,c, ad}, E={(s, 5), (5, 8b), (b,c), (c,d), ta, 4) (a, 4)}， 则 


9. 


G = (7 五 ) 是 一 个 无 向 图 ， 它 的 图 形 如 图 2,3 所 示 。 
无 向 图 与 有 向 图 的 芭 别 ， 在 于 万 中 的 元 素 是 无 序 偶 还 是 
。 ， 有 认 偶 。 从 图 形 上 看 ， 无 向 图 的 边 是 无 向 边 ， 有 向 图 的 陷 是 
有 向 边 。 一 个 有 向 图 DD ==(V,E)， 如 果 将 EE 中 的 有 序 偶 元 素 
改 为 无 序 偶 元 素 ， 变 成 无 向 图 G， 称 为 有 向 图 思 的 基 而 图 
《或 底 图 )。 从 图 形 上 看 , 将 有 向 图 边 的 箭头 去 掉 ， 得 到 的 无 


8 向 图 就 是 它 的 基础 图 。 有 向 图 和 无 向 图 ， 统 称 为 图 。 
在 图 中 ， 边 。 的 两 个 端点 a，5 称 为 。 的 关联 点 ， 并 称 
图 2.3 点 4 和 5 是 邻 楼 的 ， 不 与 任何 结 点 邻 楼 的 结 点 称 为 狐 点 ， 只 


有 孤 点 的 图 称 为 零 图 ， 内 有 一 个 弧 点 的 图 称 为 平凡 图 。 结 点 集合 是 有 限 集 合 的 图 称 为 有 
限 图 ， 否则 称 为 无 限 图 ， 今 后 我 们 只 讨论 有 限 图 ， 并 简称 为 图 。 从 结 点 到 自身 的 边 称 为 自 
环 ， 在 有 向 图 中 两 结 点 之 间 同 一 方向 的 边 称 为 平行 边 ， 对 十 无 向 图 ， 关 联 于 相间 两 结 点 之 
闻 的 边 称 为 平行 边 ， 含 平行 边 的 图 称 为 多 重 边 图 ， 不 含 平行 边 和 自 环 的 图 称 为 简单 图 结 
点 的 数目 称 为 图 的 阶 。 在 无 向 图 中 ， 与 结 点 v 关联 的 边 的 数目 称 为 结 点 2 的 次 数 ， 记 作 
deg(v)，; 在 有 向 图 中 ， 从 结 点 ?引出 的 慌 的 数目 称 为 的 引 测 次 数 ， 记 作 deg*(v)， 引 向 
?的 弧 的 数 日 称 为 ?的 引入 次 数 ， 记 作 adeg” 4v)，? 的 引 旧 次 数 与 引 和 次 数 的 和 称 为 结 点 
9 的 次 数 ， 记 作 deg(v)。 

例 2.4 知 图 2.3 的 无 向 图， deg(b) 二 4, deg(a) 二 3。 如 图 2.1 的 有 向 图 ,deg*(8) 一 1， 
deg (5) 二 3， 故 deg(b) =deg'(b) +deg (BD)=1+3=1, 而 deg “(4d)=2，deg-(4)=2， 故 
deg(d) =4, 

一 个 图 党 用 (%, m4) 表 示 ， 其 中 % 为 图 的 结 点数， 为 图 的 边 数 , 即 4 二 |V|, m4 一 1E|。 

无 论 是 有 向 图 还 是 无 向 图 ， 下 面 两 条 定理 ， 都 表明 了 结 点 次 数 的 特性 。 

定理 2.1 任意 一 个 图 (%, wr)， 结 点 次 数 的 总 和 等 于 边 数 的 二 倍 ， 即 

Ddeg(w) =2% C2.1) 


证 ， 因 一 条 边 与 两 个 结 点 关联 ， 出 现 -- 条 边 就 使 结 点 的 总 次 数 增加 2 ， 因 此 边 数 的 二 
倍 就 是 结 点 的 总 次 数 。 a 

定理 2.2 任意 一 个 图 ， 次 数 为 奇数 的 结 点 数 必 为 偶数 。 

证 ， 设 V; 和 及 分 别 为 图 中 次 数 为 奇数 和 偶数 的 结 点 集合 , 因而 有 了 玉 UF2 一 玉 ， 
ViNV=6. 则 


Dadegtw) = 3 deg(y) + ,degly) =—2m 


vEY vED vEVs 
因 2 和 是 偶数，> 4eg(o) 是 偶数 之 和 必 为 偶数 ， 故 > degtv) 也 应 是 偶数 ， 但 V 中 短 个 结 
wD am 


点 次 数 都 是 奇数 ， 因 此 必须 有 偶数 个 奇 次 结 点 , 才 可 能 使 它们 的 次 数 和 为 偶数 ,命题 得 证 。 


二 、 正 则 图 与 完全 图 


定义 2.3 一 个 简单 无 向 图 G =(V, EE). 
1 ) 如 果 每 个 结 点 部 有 相同 次 数 4， 称 6G 为 4 次 正则 图 。 
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2 ) 如 果 任 意 两 结 点 之 间 都 有 边 连接 ， 称 G 为 完全 图 。 % 个 结 点 的 无 向 完全 图 记 作 


五 。。 


图 2.4( a ) 是 三 次 正则 图 ，(b ) 是 5 阶 完全 图 。 完 全 图 一 定 也 是 正则 图 , %# 阶 完 金 图 是 


《38 一 1) 次 正则 图 。 


《9 
2 4 


定理 2,3 4 阶 完全 图 Ks 的 边 数 


名 二 证 n(n 一 1) 


Cb) 


证 ，*# 级 完全 图 任 一 结 点 的 次 数 均 为 《% 一 1)， 故 结 点 的 次 数 和 


Basgly) =n(n— 1) = 2% 
EBP 


1 
p= Nn 1 
BC ) 


(2.2) 


用 图 模拟 一 个 系统 时 ， 很 多 情况 下 希望 将 附加 信息 标 在 图 上 ，、 这 种 附加 信息 称 为 权 ， 
它 可 能 是 数字 、 符 号 或 某 种 量 。 标 有 权 的 图 称 为 带 权 图 ， 亿 则 网 络 。 权 如 果 标 在 边 上 称 为 


边 权 图 ， 如 果 标 在 结 点 上 称 为 点 权 图 ， 当 然 一 个 带 权 图 既 可 以 是 


三 、 子 图 与 补 图 
定义 2.4 设 图 G =(V, 五 ,如 果 有 图 G' =(V', E)， 满 足 


息 带 权 辐 时 又 是 边 带 权 。 


1) GV 及 FCE， 则 称 G' 是 G 的 子 图 。 如 果 歼 CV 且 BCE， 则 称 G' 是 的 真子 


2) =V 及 ECE， 则 称 G' 是 G 的 生成 子 图 。 


3 ) 想 是 矿 的 非 空子 集 ， 对 任意 o1, v2EV, 如 (gy, ww)E EE 必 有 (vw, %) EE'， 则 称 G 是 


G 的 导出 子 图 。 


如 图 2,5 所 示 ，(b),，(c)，(d) 都 是 (a ) 的 子 图 ，(b), (d) 是 (a ) 的 真子 图 ，(c ) 是 


(a 》 的 生成 子 图 ，( d ) 是 (a ) 的 导出 子 图 ， 但 (b ) 不 是 (a ) 的 导出 子 图 。 


定义 2.5 由 图 G 的 所 有 结 点 和 能 使 G 成 为 完全 图 的 添加 边 所 构成 的 图 ， 称 为 G 的 补 


图 ， 记 作 G。 


风 2.6 (a )，(b),《c) 给 出 了 补 图 的 三 个 例子 。 由 定义 可 知 ， 补 


时 Gi 是 Gi 的 补 图 ， 则 G: 也 是 G 的 补 图 。 一 个 图 与 它 的 补 图 有 共 


图 是 可 逆 的 , 即 如 


同 的 结 点 但 无 共同 的 边 。 


一 个 图 与 它 的 补 图 天 合 在 一 起 ， 得 到 一 个 完全 图 。 因 此 ， 完 全 图 的 补 图 是 零 图 。* 个 结 点 


的 图 G， 它 的 边 数 反 与 它 的 补 图 的 边 数 m 有 如 下 关系 ; 


1 
二 9 一 过 花形 一 
十 pA 1 
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四 


{Dy 


a 
d < 
G1 
a b 
了 Cc 
i 


(Ca) 


四 、 巍 的 运算 与 同 构 
我 们 把 


BD vs 
四 所 四 
《Ce 《9g) 
图 2.5 
和 
5 2 
~ 四 4 3 
G2 G3 
四 1 
可 
Lod 
5 2 
0 
a 4 3 
i Gs 
Cb) Cc) 
图 2.6 


定义 为 两 个 相关 集合 的 偶 对 ， 因 此 对 图 也 可 进行 各 种 集合 的 运算 ， 上 面 讲 的 


补 图 ， 就 是 对 图 进行 求 补 运算 ， 此 外 还 可 进行 交 、 并 、 差 等 运算 。 首 先 我 们 约定 ， 如 果 两 


个 图 没有 公 
下 面 的 定义 都 假定 两 个 图 无 孤 点 。. 
定义 2.6 


结 点 , 则 称 这 两 个 图 不 相交 ,如 果 两 个 图 没有 公共 边 ， 则 称 这 两 个 


设 G1 王 (V1, El), Gz 一 (Vs, Ez) 是 两 个 图 。 


不 重 边 。 


1) G1 与 G: 的 交 ， 构 成 一 个 新 图 Gs 二 (Vs, E，)， 记 作 Gs=G1 站 Gzo 其 中 Vs=V 站 VV， 


Es= EN Ez 


2》G1 与 6G: 的 片 ， 构 成 一 个 新 图 G4 二 (V4, Er)， 记 作 Gs=G1 Go 其 中 V=V1UVs， 


Es= EU E:, 


3 ) G1 与 G2 的 差 ， 构 成 一 个 新 图 Gs = 二 (Vs, Es)， 记 作 Gs 一 G1 一 G2o 其 中 Es=EEL 一 EE:， 
TV 二 (V1 一 Vs)U {Es 中 的 边 所 关联 的 结 点 }。 


4) G1 与 Gz 的 环 和 ， 构 成 一 个 新 


Gs= (GU G2) ~ (GN Ga) 


图 2.7 给 出 了 图 6: 与 C: 上 述 四 利 


运算 的 图 例 。 


除了 图 的 集合 运算 之 外 ， 轩 还 有 与 其 图 形 密切 联系 的 一 些 运算 ， 如 


Ge 一 (7e,， FE)， 记 作 Ge 一 G: 电 Gz， 且 有 


的 增添 、 融 除 和 


分 割 。 所 请 删 除 就 是 去 掉 图 的 某 些 边 或 结 点 ， 如 果 删 除 边 ， 与 边关 联 的 结 点 仍然 保留 ， 如 
果 副 除 结 点 ， 与 结 点 关联 的 边 要 一 起 融 去 。 删 除 运算 实际 上 就 是 求 图 的 子 图 。 所 请 增添 就 
是 在 原来 图 的 某 些 结 点 之 问 涨 加 新 的 边 ， 相 当 子 结 点 相同 的 图 的 并 运算 。 图 的 分 割 是 图 的 
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mn Hn es 


eo er ba 
Ga Gz 
mn ne 
\ _/ 
es 
3 ps 四 a me 如 
G1- Gz G2- G1 
图 2.7 


一 种 很 重要 的 运算 ， 它 对 分 析 研 究 图 有 着 很 重要 的 作用 ， 我 们 将 在 第 三 章 中 详细 讨论 。 
上 一 章 我 们 讲 了 图 形 的 拓扑 等 价 性 ， 因 此 一 个 图 可 以 画 出 不 同形 状 的 图 形 ， 或 者 说 表 
面 上 看 完全 不 同 的 图 形 可 能 表示 同一 个 图 。 为 了 判别 不 同 的 图 形 是 否 反映 同一 个 图 的 性 
质 ， 我 们 给 出 同 构 图 的 定义 如 下 
定义 2.7 设 有 两 个 图 G 一 (F, E) 及 G'=(V', EF’)， 如 果 结 点 集合 之 闻 存 在 一 一 对 应 
而 且 对 应 结 点 之 疗 的 边 也 有 一 一 对 应 的 关系 ， 则 称 图 G 和 图 GG 是 同 构 的 ， 记 作 


G6。 
对 于 有 向 图 的 同 构 ， 对 应 边 的 方向 要 求 相同 。 
图 2,8《〈a )，(b ),(¢ ) 表 示 了 三 对 同 构 无 向 图 ，(d )，( 8 ) 为 二 对 同 构 有 向 图 。 例 


， 。 ae 。 
i [2 
WN Jy MX <> 
Ne ¢ . YF oo . 
a 
G G2 2 G4 


现 a a ad 
a . < 
wm 上 
四 
可 二 a 
a 区 半 了 人 5 
[ea G2 6 6 


Ca) Cb) C0) (Cd) (ey 


. 图 .2.8 
如 ( 9 )， 两 个 有 向 图 结 点 的 对 应 关系 如 下 : 
a 2 6—b, ce c’, a a’ 


对 应 结 点 之 间 的 弧 的 对 应 关系 如 下 : 
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人 一人， 一 人 一 一 

因此 ， 除 了 结 点 或 边 标 民 不 同 之 外 ， 回 构图 是 恒 回 的 ， 同 构 关系 是 -等 价 关 系 ， 同 构 
的 图 具有 完全 相同 的 性 质 ， 对 一 个 图 的 任何 命题 ， 也 适用 于 它 的 同 构图 。 

但 是 ， 根 据 定义 判定 两 个 图 是 否 同 构 是 很 麻烦 的 ， 能 否 找到 一 个 简单 而 又 充分 有 效 的 
法 则 判定 两 个 图 是 否 同 构 ， 仍 然 是 图 论 中 尚 待 解决 的 问题 。 从 定义 可 知 ， 两 个 图 同 均 ， 必 
须 满足 如 下 条 件 : 《1 ) 两 个 图 的 结 点 数 相等 ，( 2 ) 两 个 图 的 边 数 相等 ，《 3 ) 次 数 相同 的 结 
点 数 相 等 。 这 三 个 条 件 中 任何 一 条 不 满足 ， 两 个 立 不 会 是 癌 构 的 ， 因 为 不 可 能 得 到 一 一 对 
应 的 关系 。 但 是 三 个 条 件 都 满足 的 两 个 图 ， 不 一 定 司 构 。 图 2.9 《a )，(b) 就 是 一 个 例 
子 。 所 以 上 述 三 个 条 件 ， 只 是 同 构 的 必要 条 件 。 而 不 是 充分 条 件 。 


Ca) 《b) 


382.2 图 的 连通 性 


一 、 通 路 与 久 路 


图 的 连通 性 是 图 论 的 一 个 基本 概念 ， 这 里 我 们 首先 讨论 有 向 图 ， 提 出 的 一 此 定义 、 
理 和 分 析 方法 ， 都 可 推广 到 无 向 图 中 去 。 

定义 2.8 在 有 向 图 加 =(V,E) 中 ， 把 边 的 一 个 序列 信和 2 (Us 5080 人 CU 
称 为 从 结 点 wm, 到 mi 的 一 条 路 径 ， 并 称 ww, 为 路 径 的 起 点 ，% 为 路 径 的 终 点 。 

一 条 路 径 也 可 以 用 结 点 的 序列 来 表示 ， 如 ; 


Ds Ves Vas Vik) Dike 


由 定义 可 知 ， 一 条 路 径 经 过 的 结 点 和 边 是 允许 重复 的 。 如 图 2.10 从 结 点 4 到。 的 路 径 


有 : 
0 4 Pi=ae 
2 pi:=abachde 
图 2,10 pr=adcbde 


其 中 加 是 一 条 有 边 重复 的 路 径 ， 杂 是 有 结 点 重复 的 路 

径 。 显 然 在 寻找 一 条 路 径 时 总 是 希望 经 过 的 边 或 结 点 最 好 不 要 重复 ， 于 是 有 如 下 定义 。 

定义 2.9 边 不 重复 但 结 点 可 以 重复 的 路 径 称 为 简单 路 径 。 结 点 不 重复 的 路 径 称 为 基 
本 路 径 。 

在 基本 路 径 中 ， 结 点 不 重复 ， 边 当然 不 会 重复 ， 它 是 各 种 路 径 中 最 有 意义 的 ， 一 般 情 
帝 下 我 们 寻求 的 都 是 基本 路 径 。 

利用 通路 的 概念 ， 我 们 可 以 把 一 些 不 容易 用 数学 式 子 描述 和 解决 的 问题 ， 用 图 的 方法 
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来 描述 和 解决 ， 第 一 章 的 例 1,1 就 是 一 个 例子 。 

定义 2.10， 一 条 起 点 和 终点 相同 的 路 径 称 为 回路 , 没有 重复 边 的 回路 称 为 简单 回路 ， 
设 有 重复 结 点 的 回路 称 为 基本 回路 。 

一 条 基本 路 径 征 不 含 回路 的 ， 含 有 回路 的 路 径 肯 定 不 是 基本 路 径 。 因 此 对 任意 一 条 路 
径 ， 如 果 删 去 其 中 的 回路 就 可 得 到 一 条 基本 路 径 。 间 理 ， 在 一 个 回路 中 ， 删 去 它 内 部 所 包 
含 的 回路 ， 也 可 得 到 一 条 基本 回路 。 

定义 2.11 一 条 路 径 〈 回 路 〉 所 含 边 的 数目 ， 称 为 这 条 路 径 〈 回 路 》 的 长 度 。 

定理 2.4 在 一 个 有 如 个 结 点 的 有 向 图 中 , 任何 基本 路 径 的 长 度 都 小 于 等 于 (4 一 1)。 

证 :因为 基本 路 径 中 的 结 点 是 不 重复 的 ， 如 果 基 本 路 径 通 过 图 的 所 有 “个 结 点 ， 这 是 
最 可 能 长 的 基本 路 径 ， 其 长 度 为 《# 一 1)， 如 果 基 本 路 径 没 有 道 过 所 有 %* 个 结 点 ， 江 长 度 
小 于 《%# 一 1)， 因 此 不 可 能 有 长 度 大 于 《〈# 一 1) 的 基本 路 径 。 a 

推论 ， 在 #w 阶 有 向 图 中 ， 任 何 基 本 回路 的 长 度 不 大 于 %*。 

定义 2.12 在 有 向 图 中 ， 如 果 存 在 从 结 点 % 到 结 点 ”的 路 径 , 则 称 结 点 % 可 到 这 ” 。 

结 点 之 间 的 可 达 性 ， 只 表明 结 点 之 间 存 在 路 径 ， 既 不 考虑 有 多 少 条 路 径 ， 也 未 考虑 路 
径 的 长 度 。 但 结 点 之 间 的 可 达 性 与 基本 路 径 却 有 着 密切 的 关系 。 

定理 2.5 在 有 向 图 中 ， 如 果 从 绪 点 %* 可 到 这 v， 则 一 定 存在 一 条 从 4 到 + 的 基本 路 
径 。 

证 : 因 可 愉 # 到达”， 故 从 % 到 "至 少 存在 一 条 路 径 ， 现 选取 一 条 最 短路 径 〈 即 长 度 
最 小 的 路 径 )， 下 面 证 明 它 就 是 基本 路 径 。 

设 这 条 路 径 用 结 点 序列 表示 如 下 

1 (6), 2, 3 3 tys Wty Is, Mer (YU) 
用 反 证 法 ， 假 设 这 条 路 径 不 是 基本 路 径 ， 则 必 有 结 点 重复 出 现 , 设 5 =j 时 ， 志 与 w; 是 同一 
结 点 ， 邵 声 二 zy， 把 声 到 sw 之 间 的 结 点 序列 删除 ， 路 径 变 为 


1 (6), zy Hy tis Hs+1s Hes H+1 CV), 
仍然 是 从 ww 到 v 的 路 径 ， 但 它 比 原先 路 径 更 短 ， 与 假设 原先 路 径 是 最 短路 径 矛 盾 ， 因 此 原 
先 选 择 的 一 条 最 短路 径 不 会 有 重复 的 结 点 ， 它 是 一 条 基本 路 径 。 ' 


定义 2.13 ”从 结 点 4 到 2 最短 路径 的 长 度 ， 称 为 4 到 v 的 距离 ， 记 作 & (ww,v)。 如 果 
从 # 到 5。 不 存在 任何 一 条 路 径 ， 则 称 %* 不 可 到 这 +， 并 称 % 到 。 的 距离 无 定义 或 无 限 大 。 


二 、 图 的 连通 类 型 


定义 2.14 在 有 向 图 中 ， 如 果 改 变 某 些 驱 的 方向 ， 能 从 结 点 % 到 达 9 (或 从 v 到 这 
4 )， 则 称 结 点 % 与 "是 连接 的 ， 并 称 结 点 4 与 "之 间 存 在 一 条 半路 径 。 

在 图 2.11 中 ， 不 存在 到 2 (或 ?到 4%) 的 路 径 ， 但 #* . - 
与 ?之 间 存在 一 条 半路 径 ， 因 为 如 果 改 变 边 的 方向 ; 则 可 OOO-o', 
从 4s 到达 v。 图 2.11 

定义 2.15 在 有 向 图 中 ， 对 任意 两 个 结 点 避 与 0;， 

1) 如 果 册 与 妃 可 以 互相 到 这 ， 则 称 思 为 强 连 道 图 。 

2 ) 如 果 w 不 可 到 谊 ， 就 一 定 可 从 急 到 这 w， 则 称 吃 是 单 向 连通 图 。 

3 ) vi 与 是 连接 的 ， 则 称 轧 是 弱 连 通 图 。 
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4 ) 不 满足 以 上 条 件 的 图 称 为 不 连通 图 。 
图 2.12 中 ，(a ) 是 强 连 通 饼 ，(b ) 是 单 向 连通 图 ，(c ) 是 弱 连 通 图 ，( d ) 则 是 不 连 


道 图 。 
a b a b a a 
d 
dd bh b / 
f 2 4 ce ff 2 ce © oe e 
ca) 《b) Co Cd) 


图 2.12 


连通 图 的 类 型 是 根据 连通 性 的 强 弱 划 分 的 ， 强 连通 图 的 连通 性 最 强 ， 显 然 强 连通 必然 
也 是 单 向 连通 ， 单 向 连通 必然 也 是 弱 连 道 ， 但 其 逆 不 成 立 。 
判别 一 个 有 向 图 是 哪 一 类 连通 图 ， 刀 果 采 用 检查 任意 两 点 问 路 径 的 方法 ， 当 结 点 数 闻 
较 大 时 ， 是 很 繁琐 的 ， 下 面 介 绍 一 个 有 效 的 判别 定理 ， 先 给 出 一 个 定义 。 
定义 2,16 ”在 有 向 图 也 中 
1 ) 通过 质 有 结 点 的 回路 ， 称 为 也 的 完备 回路 。 
2 ) 通过 所 有 结 点 的 路 径 ， 称 为 五 的 完备 路 径 。 
3 》 通 过 所 有 结 点 的 半路 答 ， 称 为 马 的 完备 半路 答 。 
定理 2.6 一 个 有 向 图 也 是 强 连通 的， 当 且 仅 当 它 有 -条 完备 回路 。 
证 ， 充 分 性 ， 设 也 有 一 完备 回路 。 
C= Va yt Ws Yel Ye Wo (bn) 
对 轧 的 任意 两 个 结 虑 ,2;， 在 问 路 C 上 ， 则 wi, ws ,V0; 是 从 vi 到 vj 的 一 条 路 径 ， 
好久 可 到 达 区 。 而 2 or ;Vos 04， "0; 则 是 v5; 到 坟 的 一 条 路 径 ， 故 w% 亦 可 到 达 w。 
因 vi、v; 是 咏 的 任意 两 个 结 点 ， 即 尹 的 任意 两 点 都 可 互相 到 达 ， 所 以 也 是 强 连 通 的 。 
必要 性 ， 设 DD 是 强 连通 的 ， 把 DD 的 全 部 结 点 列 出 如 下 : 
Uy V2y 0, Val Un 
则 必然 存在 到 5 的 路 径 加， 到 v3 的 路 径 22，…, va- 到 vo 的 路 径 po-1， 及 vs 到 号 的 路 
径 p,。 把 这 些 路 径 按 次 序 排列 如 下 
Bi, Pas Br-is Ps 
显然 达 是 一 条 从 到 vs 又 回 到 w 并且 通过 D 的 所 有 结 点 的 完备 回路 。 目 
推论 1 ， 一 个 有 向 图 忆 是 单 向 连通 的 ， 当 且 仅 当 它 有 一 条 完备 路 径 。 
推论 2， 一 个 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 当 且 仅 当 它 有 一 条 完备 半路 径 。 
例 2.5 图 2.12 中 ，(a ) 存 在 一 条 完备 回路 ， 
afedbcabe 
所 以 (3 ) 是 强 连通 图 。(b ) 存 在 一 条 完备 路 径 ， 
afedbe 
所 以 (b ) 是 单 癌 连 通 图 。 同 理 可 判定 ( c 是 弱 连 通 图 。 
定义 2.17 在 有 向 图 娓 中 ,最 大 的 强 连 通 子 图 六 称 为 刀 的 强 连 通 分 硬 ,简称 强 分 图 。 
所 谓 最 大 的 强 连通 子 图 已 ， 是 指 DD 是 强 连 通 的 子 图 ， 且 DD 不 请 有 包含 DD 的 蝇 连 通 子 
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图 。 
如 图 2.13， 下 列子 图 都 是 强 分 图 : 
Di={{v, pa v3}, {er, ea es}) 
Ds= (fo ys}, 《es 66}) 


et 可 


of \e YA D,=({ue}, $) 
” 为 了 表示 方便 , 强 分 图 常用 它 的 结 点 集合 表示 ,如 上 面 三 
me 的 个 强 分 图 表示 为 fo pz, 5s}， {vs, 05}, {ve}。 
如 果 以 两 个 结 点 是 否 处 在 一 个 强 分 图 中 作为 这 两 个 结 点 
图 2.13 的 一 种 关系 ， 那 么 这 是 一 个 等 价 英 系 。 因 为 结 点 自身 必然 在 


同 .~ 个 强 分 图 中 ,因此 关系 是 自 反 的 ,显然 也 是 对 称 的。 如 果 vi 与 v 在 同一 个 强 分 图 中 ， 
v1 与 在 同一 个 强 分 图 中 ， 则 vi 与 vt 必 也 在 同一 个 强 分 图 中 ， 因 为 w, v;, vx 都 是 互相 可 
到 达 的 ,所 以 具有 传递 性 因此 一 个 强 分 图 就 是 一 个 等 价 类 ， 强 分 图 的 集合 就 是 等 价 类 的 集 
合 。 它 产生 有 向 图 思绪 点 集合 的 一 个 划分 ， 由 划分 的 性 质 ， 立 刻 得 出 如 下 定理 。 

定理 2.7 有 向 图 吃 的 每 一 个 结 点 必 在 一 个 且 仅 在 一 个 强 分 图 中 。 

推论 ， 有 向 图 的 各 强 分 图 彼此 是 不 相交 的 。 

由 于 强 分 图 内 的 结 点 是 彼此 可 过 的 ， 它 们 与 其 它 强 分 图 中 结 点 的 关系 ， 可 以 用 一 个 结 
点 来 代表 ,这 样 就 可 将 一 个 有 向 图 化 简 为 一 个 更 为 简单 的 有 向 图 ,这 就 是 将 图 压 纳 的 概念 ， 
定义 如下， 

定义 2.18 设 有 向 图 轧 二 (V, 有 强 分 图 DD,D,, …, Da， 按 下 面条 件 构 造 一 个 新 的 
有 向 图 D*=(V*, E*)， 

1) V*={D, Ds, we， 万 对 

2 》EE* 的 构造 如 下 ， 当 且 仅 当 i 取 7 时 ,存在 结 点 wED; 及 vED; 且 在 DD 中 有 (x, v) EEE， 
则 从 DD; 到 DD; 引 一 条 统 (D:, Di 。 
则 称 有 向 图 加 * 是 有 向 图 力 的 压缩 。 

例 2.6 求 图 2.14 的 有 向 图 加 的 压缩 DD*。 

解 ， 可 求 出 史 的 强 分 图 如 下 

Di—{s, 6, cj Ds={d}, D,={e}, 
Ds={f, 8, }, Ds={5, 7, PB}, Ds— {1, m} 
每 个 强 分 图 作为 压缩 图 的 结 点 ， 得 到 压缩 图 D* 的 结 点 集合 
V#*={D,, Ds, Ds, Ds, Ds, De} 

在 六 与 Di 中 ,有 cE 万 及 oE DD 且 (0, 0) ER, 页 (Di, Ds EE*。 同 理 可 得 (Di, Do ,4D,, Ds， 


图 2.14 图 3.15 MM 
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D2), Ds) ，(D;, Dy ， (De, Ds) E +， 于 是 
E*={ (D1, Dy , (D1, Dy , 0D:, Dy ，(D Da (Da, Du , (De. D;)} 压 缩 图 D* 的 图 
形 如 图 2.15。 


三 、 无 向 图 的 连通 性 

对 于 无 向 图 ， 同 样 可 定义 路 径 、 基 本 路 径 ， 回 路 、 基 本 山路 、 可 达 性 等 概 含 ， 这 出 不 
芍 述 。 但 要 指出 ， 在 无 向 图 中 ， 如 果 存 在 结 点 # 到 ”的 路 径 ， 也 必然 存在 ”到 # 的 路 径 ， 
因此 两 点 之 问 的 可 达 性 是 对 称 的 ， 一 般 用 连通 性 代 蔡 ， 由 是 点 之 癌 的 连通 性 可 推广 到 图 的 
连通 性 ， 得 到 如 下 定义 。 

定义 2.19 无 向 图 G =(V , 互 )， 如 果 任 意 两 点 之 问 至 少 - -条 路 径 ， 则 称 G 荐 选 通 
图 。 否 则 称 为 非 连通 图 或 分 离 图 。 

因此 无 向 图 的 连通 性 ， 只 有 连 道 与 不 连通 两 种 名 况 。 对 于 非 连通 图 ， 可 以 看 作 是 由 此 
干 个 连通 分 支 〈 子 图 ) 组 成 。 如 图 2.16 的 无 向 图 含有 两 个 连通 分 支 。 

定理 2.8 有 ww* 个 结 点 的 连通 无 向 图 G， 人 至 少 有 % 一 1 条 边 。 

证 :用 归纳 法 证 明 如 下 : 

当 结 点 数 %* 一 1 或 2 时 ， 命 题 显 然 成 立 。 设 结 点 数 为 〈# 一 D 时 命题 成 立 ， 则 图 至 
消 有 《〈(% 一 D) 一 1) = % 一 2 条 边 ， 现 增加 一 个 结 点 2 ， 由 于 图 仍然 是 连通 的 ， 所 以 ” 必 
须 与 原来 《如 一 1) 个 结 点 中 的 至 少 一 个 结 点 过 接 ， 即 至 少 要 增加 一 条 与 2 关联 的 边 , 故 
个 结 点 至 少 有 《一 2) 十 1 一 线 一 1 条 边 。 有 

在 无 向 赂 中 ， 有 一 些 特 殊 的 点 和 边 , 称 为 刊 点 和 鹿 迪 ,它们 对 疼 的 结构 有 较 天 的 影响 ， 
定义 如 下 : 

定义 2.20 ”在 连通 无 向 图 G 中 

1》 如 果 去 掉 一 个 结 点 2 及 与 ?关连 的 边 ， 图 将 不 连通 ， 则 称 结 点 " 为 图 的 割 点 〈 关 
节点 )。 

2 ) 如 果 去 掉 一 条 边 图 成 为 不 连通 ， 则 称 这 条 边 为 图 的 割 边 〈 桥 )。 

图 2.17，vs，ws 是 割 点 而 cs，e，es 都 是 割 边 。 


A\ 


图 2.16 图 3.17 


定理 2.9 ”在 无 向 图 G 中， 对 结 点 4 ， 当 且 仅 当 存 在 两 个 结 点 % ， 2 ， 它 们 之 间 的 所 
有 通路 均 通 过 点 4 时 ，&4 才 是 割 点 。 

证 ， 如 果 4 是 割 点 ， 则 去 掉 4 及 其 关联 边 后 图 将 不 连通 ， 在 两 个 不 连通 的 分 支 中 各 
取 一 个 结 点 w 与 "， 显然 4 与 不 连通 ， 必 须 经 过 4 才能 形成 通路 。 妈 和 如果 4 是 割 点 ， 
中 必然 存在 这 样 的 责 个 结 点 4 与 2% 

反之 ， 如 果 存 在 两 个 结 点 4 与? 必须 经 过 4 才能 构成 通路 ， 则 去 掉 4 及 其 关联 边 后 化 
与 s 将 不 通 ， 即 图 成 为 非 连 通 图 ， 根 据 定义 ，4 是 图 的 割 点 。 里 
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如 果 图 不 存在 割 点 ， 称 图 为 不 可 分 图 。 

定理 2.10 当 且 仅 当 无 向 图 G 的 一 条 边 。 不 包含 在 回路 中 时 ， e 才 是 割 边 。 

证 ， 设 。 是 割 边 ， 它 的 两 个 关联 点 为 w 与 w， 如 果 e 是 回路 的 边 ， 则 去掉 后 , 
与 儿 仍 连通 ， 与 < 是 割 边 的 定义 不 符 ， 因 此 e 不 可 能 是 回路 的 一 条 边 。 

反之 ， 如 果 。 不 是 任何 回路 的 一 条 边 ， 则 e 的 两 个 关联 点 w 与 只 有 经 过 e 才 能 连 
通 ， 因 此 去 掉 e 后 ， 与 v; 即 不 连 递 ， 图 成 为 非 连 通 图 ， 根 据 定义 ，。 是 割 边 。 上 
”连通 无 向 图 还 有 以 下 两 个 常用 到 的 性 质 ， 

] ) 车 连通 无 向 图 G 的 子 图 G/ 不 含 G 的 全 部 结 点 ， 则 G 中 一 定 存在 不 属于 G' 的 一 条 
边 ， 它 的 一 个 端点 在 G: 内 而 另 一 个 端点 不 在 G' 内 。 

2 ) 洗 连 通 图 G 的 子 图 G' 不 含 G 的 所 有 边 ， 则 一 定 可 以 找到 一 条 边 ， 它 不 属于 G7， 
但 有 一 个 端点 在 G' 内 。 

两 个 性 质 是 显然 的 ， 证 明 从 略 。 


回 


§2.3 图 的 矩阵 表示 


前 面 我 们 进 了 用 图 形 表示 图 的 方法 ， 它 的 优点 是 直观 、 形 象 ， 便 于 理解 ， 但 如 果 图 比 
较 复杂 ， 从 图 撒 上 去 分 析 图 岂 是 不 方便 的 ， 一 般 都 用 矩阵 表示 图 ， 这 种 方法 简单 ， 使 用 方 
便 ， 特 别 是 它 将 图 的 问题 变 成 了 矩阵 运算 的 问题 ， 更 适 于 用 计算 机 进行 计算 或 处 理 ， 所 以 
甜 阵 法 是 分 析 研究 图 的 一 个 最 有 力 的 工具 。 由 于 了 研究 问题 的 出 发 点 不 同 ， 图 的 息 阵 表示 也 
有 多 种 形式 ， 这 一 节 我 们 主要 介绍 三 种 形式 的 持 阵 ， 有 即 邻 接 什 阵 、 可 达 性 算 阵 与 关联 算 
阵 。 


一 、 邻 接 矩 阵 
定义 2.21 《无 向 图 的 邻接 矩阵 ) 设 G = (7 , EE) 是 一 个 简单 无 向 图 ,二 {fotyoay 
vo}， 则 避 的 邻接 矩阵 4 二 (4;;》 是 一 个 4 阶 方 阵 ， 基 中 
,={ 游 与 oj 邻接 
Qij= 
0 ， 和 否则 
图 2.18 的 邻接 矩阵 列 于 共 左 
D1 YW2 Va Va Vs 
vlo 
"| 
A=v,l1 ， 
vs | 1 1| 和 ” 
wl 图 2.18 
由 定义 可 知 : 无 向 图 的 邻接 矩阵 是 一 个 对 称 方 阵 ， 它 的 对 角 线 元 素 爹 为 “0”( 因 为 是 
简单 图 无 自 环 )， 每 一 行 〈 列 ?中 “ 1 ”的 个 数 是 对 应 结 点 的 次 数 。 如 矩阵 的 所 有 元 素 全 为 
“0”， 对 应 的 是 零 图 : 除 对 角 线 外 如 所 有 元 素 全 为 “1 ”， 则 对 应 的 是 完全 图 。 如 果 改变 
结 点 的 排列 次 序 ， 相 当 于 矩阵 的 行 、 列 置换 ， 称 阵 的 性 质 是 不 变 的 ， 因 而 所 表示 的 图 是 不 
变 的 ， 所 以 我 们 可 以 选 定 结 点 的 一 种 排列 次 序 ， 由 它 得 到 的 邻接 和 矩阵 作为 图 的 邻接 垂 阵 。 
»。19 。 
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这 也 说 明 ， 如 果 G2 的 邻接 矩阵 A.， 可 以 通过 G1 的 邻接 矩阵 4 的 行 〈 列 》 团 换 得 到 ， 则 
图 G: 与 6, 是 同 构 的 。 
当 且 仅 当 图 G 的 邻接 矩阵 4 可 以 分 成 如 下 的 块 状 形式 时 ， 图 G 是 一 个 有 两 个 连通 分 支 


G1，Gz 的 非 连通 图 。 其 中 4 是 对 应 子 图 G, 的 邻接 年 阵 ，A: 是 对 应 子 图 G: 的 邻接 矩阵 。 
定义 2.22 ”元素 只 有 “0 ”或 “1 ”的 矩阵 称 为 布尔 矩阵 。 
定义 2.23 (有 向 图 的 邻接 矩阵 ) 设 D=(V ,EE》 是 -个 简单 有 向 图 ，V = 和 v2， 
Vo}， 则 DD 的 负 接 逢 阵 4 = 二 (ai;) 是 -个 二 阶 方 阵 ， 其 中 
1， 各 (vv EE 


0， 否则 
图 2.19 的 邻接 矩阵 列 于 其 右 。 

西 VL oO D3 Us Vs 

fo 0 1 0 1 

" 了 于 0 1 0 | 
A=ulo 00 1 0| 

wm mn 

ml]l 0 0 0 "| 

图 2.19 wto 0 0 1 0 


有 向 图 的 邻接 矩阵 与 无 向 图 的 邻接 矩阵 都 是 %” 阶 布尔 抢 阵 ， 但 有 向 图 的 邻接 先 阵 不 一 
定 对 称 ， 第 + 行 中 “1” 的 数目 表示 结 点 “的 引出 次 数 ， 第 了 列 中 “ I ”的 数 自 表示 结 点 
v9; 的 引入 次 数 。 
有 向 图 的 一 些 特 性 ， 可 以 通过 邻接 惩 阵 的 运算 而 得 ， 现 就 矩阵 的 三 种 运算 分 析 如 下 。 
(1) 矩阵 447 
设 A4 是 有 向 图 的 邻 楼 算 降 ，47 是 4 的 转 秆 矩阵，44 一 (a)，AT 一 (4887) = (870), 定 义 
B=A41'= (0) 


Bij= aig’ = Dy aera 

R=1 =1 

=angn tan tt Hd te 十 inl jn 
根据 邻接 矩阵 的 定义 可 知 ， 如 wi 二 1 表示 有 一 条 弧 从 结 点 vi 引 和 vw。 只 有 et 一] 寻 
Qj4 二 1 才 会 有 areeit=1， 故 Ga 表示 从 vi 和 各 引 一 条 弛 终 止 于 mw，52 的 每 一 项 
只 有 “0” 和 “1 工 ”两 种 可 能 ， 所 以 5; 的 数值 等 于 为 “1 ”的 项 数 ,因此 所 ; 的 亿 表 示 从 
结 点 和 只 各 自 引出 的 线 终 止 于 同一 结 点 的 结 点 数 。 同 理 2z; 的 值 表 示 从 结 点 思 引 沁 颖 
的 数 且 ， 即 v; 的 引出 次 数 。 由 式 可 知 22 一 05， 所 以 矩阵 吾 是 一 个 对 称 和 矩阵 。 
俩 2.7 设 有 向 图 马 的 图 形 和 如 图 2.20 所 示 ， 求 B= 二 447 


其 中 


解 : Dv Ye Va ml 2 
ufo 0 0 1 1 1 0 
4"|l1 0 0 | 4r=|0 0 1 0 
wll 1 0 1 9 0 0 1 加 
0 0 1 1 1 1 0 图 2,20 


人 0 0 1 10 1 1 0 (11 11 :| 
1 00 1| oo 1 0ol ls 20 
”bb 1 0 ilvo oo la 2 3 "| 
01Jltoioan oo 

从 挎 阵 召 的 元 素 值 可 得 出 如 下 结论 ， 


和 一 0 表示 从 结 点 媚 与 w 所 引出 的 翘 没 有 共同 药 终止 结 点 。 
Bs 二 2 表示 从 多 与 wm 引出 的 强 共 同 疼 止 的 结 点 有 2 全 。( 图 中 可 看 出 是 w% 与 20) 
bo 一 3 表示 mm 的 引出 次 数 为 3 。 


这 些 结论 与 图 的 图 形 完全 吻合 。 

在 求 B 的 运算 中 ， 可 以 不 写 出 44， 只 从 4 求 B， 方 法 是 刀 ) 等 于 4 的 第 1 行 与 第 7 行 
对 应 元 素 乘积 之 和 。 

(2) 矩阵 474 

定义 2.24 请 =ATA= (Bi), 其 中 


Bi= Da al Banan 
tl k=: 


8 deiRi tTF BREARI t+ "+ nilny 
与 对 如 ; 的 分 析 类 似 ， 我 们 也 可 得 出 ，6i; 的 值 表 示 有 引出 弛 同 时 引 向 结 点 与 5; 的 
那些 结 点 的 数目 ， 而 5; 的 数值 则 表示 结 点 的 引 和 次数， 同样 巨 也 是 对 称 于 对 角 线 的 方 
陈 。 在 求 志 的 运算 中 ， 也 可 不 写 出 4 好， 只 从 4 求 百 ， 方 法 是 5; 等 于 4 的 第 + 列 与 第 9 
列 对 应 元 素 乘 积 之 和 。 
例 2.8 如 例 2.7， 可 得 


人 1 1 ] 1 0 0 "| 人 1 0 2 
= ov 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 
B= x| |= 
0 0 0 1 | 1 0 | 0 0 i "| 
1 1 1 0 0 8 1 0 2 1 0 3 


其 中 5 一 2 表示 有 两 个 结 点 它们 都 有 引出 弛 终 止 于 结 点 名 与。b4 一 3 表示 w 的 引 和 人次 
数 为 3 ， 这 些 结论 与 图 的 图 形 完全 吻合 。 

〈3》 矩 隆 的 车 4” 
先 看 矩阵 的 二 次 圳 人 = (4 和 )， 其 中 


Af = 5 amri=4anat qs; + "+ hintns Nd 
k=1 
当 且 仅 当 axx=1 且 44; 二 1 时 才 有 aiaar;=1， 故 aisar; 一 1 表 
未 有 一 条 从 结 点 几 出 发 经 因而 终止 于 w 的 长 度 为 2 的 路 径 ， 


所 以 af? 的 值 表示 从 结 点 w 到 ui 长 庆 为 2 的 路 径 数目， 而 
a? 则 表示 从 ww 引出 又 回 到 vi 的 长 度 为 2 的 回路 的 数目 。 、 图 23.21 
例 2.9 设 有 向 图 DD 的 图 形 如 图 2.21 所 示 ， 则 


0 ] [2 1 0 | | 
1 1 0 0 1 1 
0 0 11 11 
0 0 1 0 0 o) 0 0 1 
其 中 af2? ==2， 衣 示 从 结 点 到 v1 长 度 为 2 的 路 欠 有 两 条 ， 从 图 形 十 可 以 看 到 的 确 存 在 
这 样 两 条 路 径 ， 它 们 是 wz=0s=901 及 二 94 一 1。 又 483 二 0， 表 明 从 结 点 姻 到 ws 不 存在 
长 诬 为 2 的 路 径 ，a 名 =， 表明 上 长 度 为 2 的 回路 只 有 一 条 ， 从 图 形 上 可 以 看 出 这 条 
回路 是 gg 一 9 一 za。 矩阵 运算 得 出 的 结论 与 图 形 是 吻合 的 。 由 此 可 推广 到 一 般 到 次 守 得 到 
F 面 定理 。 

定理 2.11 设 D=(V,E) 是 具有 结 点 集合 已 = fo，z on 的 简单 有 疝 网 ， 4 是 
也 的 邻接 矩阵 ， 则 4"( 二]，2,…》 中 的 4 四 值 等 于 从 v; 到 vi 长 度 为 x 的 路 径 数目 。 

证 ， 对 怒 用 归纳 法 证 明 ， 没 为 二 1 则 4" 二 4， 按 定义 结论 成 立 ， 当 信 =2 时 ， 上 面 已 
分 析 结 论 成 立 ， 设 %w = + 时 结论 成 立 ， 因 
eg)， 其 中 
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当 ai 与 44i 不 为 0 时 ， 前 者 表示 从 六 到 办 长度 为 7 的 路 径 数 上 月 ,后 者 表示 从 wx 到 vi 长 
度 为 工 的 路 会 ， 所 以 48R2eaw; 宪 示 从 vi 经 v4 到 vi 长 度 为 (r+1) 的 路 径 的 数目 ， 对 所 有 
六 求 和 即 得 ay 六 2， 它 就 是 从 天 到 长 度 为 (z+1) 的 路 径 总 数 ， 故 当 w 二 r+1 时 结论 
亦 成 立 。 有 

例 2.10 对 图 2.21 所 表示 的 有 向 图 ， 可 求 出 4， 才 如 下 


人 1 0 1 1 2 1 "| 
1 2 1 1 “12 2 2 3 
2 1 


4 一 ，4'= 
|: 3 | 3 3 ;| 
0 0 1 1 2 1 0 1 
从 活 可 得 :a 中 一 1， 训 示 从 v4 到 ww 有 而 且 只 有 一 条 长 认为 3 的 路 径 。( 从 图 形 可 看 出 
是 90z0a>04)，49 二 0， 表 示 从 v4 到 t, 不 存在 长 度 为 3 的 路 稚 ，4 名 一 2， 表 示 vz 上 
有 两 条 长 度 为 3 的 回路 。 如 此 等 等 。 
从 村 可 得 a 二 2， 表示 从 到 ws 有 两 条 长 度 为 4 的 路 径 ，a3==2， 珍 示 ws 上 有 
两 条 长 度 为 4 的 回路 ， 如 此 等 等 。 
求 不 同 长 度 的 路 径 或 回路 ， 如 果 从 图 形 上 去 找 ， 不 仅 不 容易 ， 还 有 可 能 遗漏 ， 而 用 甜 
竹 算 法 是 准确 光 澡 的 ， 而 且 执行 矩阵 运算 ， 对 计算 机 求 说 并 非 难 事 。 当 然 ， 如 果 不 仅 要求 
路 径 的 长 度 ， 还 要 找 出 路 径 所 经 的 结 点 时 ， 上 面 的 算法 就 不 够 了 。 
定义 2.25 ( 带 权 有 向 图 的 邻接 矩阵 ) 设 D=(V ,E)， 是 一 简单 带 权 有 向 图， 二 
也 um oj， 共 对 应 的 邻接 矩阵 4 一 (ez)， 其 中 
多， 车 (ys，97) EE 且 名 是 它 的 权 
qi 二 40， 若 2 二 了 
oc， 游人 yi 0) EE 忆 
图 2.22 所 示 的 带 权 有 向 图 的 邻接 矩阵 列 于 其 左 。 


，322 。 


2 


of0 2 3 5 
A=vs|l1 0 5 8 

vl 4 0 = 

wl1 ec cc 0 


对 于 带 权 无 向 图 的 邻接 矩阵 的 定义 是 类似 的， 不 再 殉 


述 。 
二 、 可 达 性 矩阵 


定义 2.26 设 刀 一 (F, 忆 ) 是 一 简单 有 向 图 ， 丈 一 fx 9， 帮 的 可 达 性 矩阵 
已 一 (加 是 一 到 阶 方程 ， 其 中 
全， 如 果 从 vi 可 到 达 0; 
”0 否则 
可 这 性 矩阵 仅 考 虑 图 中 任意 两 个 结 点 之 间 是 否 可 到 达 以 及 任意 结 点 上 县 否 存 在 回路 的 
问题 ， 对 于 路 径 的 长 度 及 数目 是 不 予 考 虑 的 。 可 过 性 矩阵 也 称 路 径 矩 阵 或 道路 矩阵 。 
2.23 的 有 向 图 的 可 达 性 托 阵 列 于 其 左 。 
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丁 图 2.23 


根据 图 的 图 形 写 出 它 的 可 达 性 矩阵 并 不 是 我 们 的 目的 ， 因 为 它 仍然 脱离 不 开 对 图 形 的 
依赖 性 。 我 们 的 目的 是 要 寻求 一 种 算法 ， 可 以 不 依赖 图 形 仍 能 对 图 的 可 达 性 何 题 作出 判 
断 。 下 面 介绍 儿 种 算法 。 

因为 图 的 邻接 矩阵 及 其 宕 矩阵 也 是 描述 结 点 路 径 的， 我 们 可 以 利用 它们 求 出 图 的 可 达 
性 矩阵 ， 例 如 先 考察 邻接 矩阵 4， 如果 ri 一 1， 显 然 从 岂可 到 达 《路 径 长 度 为 1》, 于 
是 即 得 p:; 二 1。 如 果 ai; 二 0， 表明 uw 至 v 不 存在 长 度 为 1 的 路 径 ， 但 还 不 能 作出 w 不 能 
到 达 v; 的 结论 ， 因 为 可 能 存在 长 度 大 于 1 的 路 径 ， 因 此 必须 考察 在， 如 果 4 结 隆 0， 从 类 
也 可 到 达 v; (路 径 长 度 为 2)， 于 是 fr; 二 1。 如 果 sa 兴 一 0， 可 再 萎 察 4?， 如 此 继续 下 去 ， 
由 于 图 是 有 限 的 ， 根 据 定理 2.5 和 定理 2.4， 如 果 从 可 到 达 vw; 的 话 ,一 定 存 在 一 条 基本 
路 径 ， 它 的 长 度 小 于 等 于 (2% 一 D)， 如 是 基本 回路 则 长 度 小 于 等 于 # 。 因 此 我 们 只 要 查 到 
未 就 可 以 了 ， 如 从 ws; 直到 3 都 等 于 0 ， 则 Pp; 二 9， 否则 pi 三 1。 根据 以 上 分析， 我们 
归结 汕 从 邻接 矩阵 求 可 达 性 矩阵 的 算法 步骤 如 下 

1) 求 出 马 的 邻接 矩阵 的 各 次 冠 4，4,*… ,A"。 

2) 令 @=4+ 中 + 二 各 一 (9 其 中 

二 2 
3) 将 如 化 为 已 ， 方 法 是 如 9 天 0， 则 抽 j 一 1， 如 9 一 0， 则 万; 一 0 
例 2.11 如 图 2.23 的 有 向 图 ， 求 己 的 步骤 如 下 : 
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Ul VY Da Ds 
ws0 0 1 0 1 0 0 0 20 
wlt 0 1 9 0 0 0 1 11 
= 0 o 0 ] 中 = | 0 0 0 0 
mlt 0 0 0 0 0 1 0 1 
mo 0 0 1 0 1] 0 0 0 0 
2 0 0 0 .0 0 0 2 0 2 
1 0 0 2 | 2 0 1 0 | 
4=|0 0 1 0 1 A=10 0 0 2 0 
0 0 0 2 | 2 0 0 0 | 
0 0 1 0 1 0 0 0 20 
0 0 0 10 
| 0 2 2 ?| 
4=|2 0 0 0 0 
h 0 2 0 ?| 
2 0 0 0 0 
2 0 3 6 3 109 1 1 1 
| 0 5 5 | 1 0 1 1 | 
QO=A+4+m+tA=l3 0 1 3 11, 天 P=|:1 0 1 1 1 
| 0 3 2 | 1 0 1 1 | 
3 0 1 3 1 1 0 1 1 1 


上 上面 的 算法 是 可 行 的 ， 但 计算 较 繁 琐 。 可 以 考虑 简化 算法 。 首 先 可 达 性 惩 阵 是 一 个 布 
尔 年 阵 ， 而 在 求 @ 的 运算 过 程 中 ， 是 非 布尔 矩 陈 的 煌 加， 在 求 4 的 各 次 军 如 时 ,也 是 非 布 
尔 矩 阵 的 运算 ， 最 后 求 了 时 再 化 为 布尔 矩阵 ， 这 就 涪 明 前 而 那些 非 布 尔 矩 降 运 算 所 得 到 的 
非 老 数字 是 之 无 意义 的 ， 反 而 增加 运算 的 复杂 性 。 这 就 启发 我 们 ， 可 以 采用 矩阵 的 布尔 运 
算 米 求 可 达 人 性 年 阵 。 为 此 ， 先 介绍 布尔 乘 与 布尔 和 的 概念 。 

用 符号 “人 ”表示 布尔 乘 ， 它 的 定义 为 : 0 和 0=0, 0 人 1=0, 1 A0=0,1 信 1=1。 
用 符号 “V?” 表 示 布 尔 和 ， 它 的 定义 为 : 0V0=0, 0 V1=1, 1V0=1, 1V1=1。 

布尔 矩阵 4 与 召 的 和 ， 记 作 4V BB， 结果 为 布 条 矩阵 C 二 4V B==(ci;)，、 共 中 

Cj = bis 
布尔 逢 阵 扩 与 B 的 乘积 记 作 4@@B， 结 果 为 布尔 矩阵 D 一 4B 一 (4;;)， 其 中 
:j= V Cawibe?) 
k=l 

有 了 上 面 的 定义 ， 布 尔 矩阵 的 布尔 运算 记 为 : 

4 一 4 网 4，490=492Ddd0=4dDGd 

采用 矩阵 的 布尔 运算 ， 求 可 达 性 矩阵 的 计算 步骤 如 下 : 

1) 求 出 有 向 图 刀 的 邻接 矩阵 的 各 次 每 的 布尔 形式 了， do。 

2 ) 用 年 阵 的 布尔 和 即 可 求 出 己 = (piy) 


24 。 
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例 2.11 用 矩阵 的 布尔 算法 如 下， 人 
o 0 YY 0 1 0 0 1 0 上 
| 1 0 了 0 0 | 1 0 1 0 0 | 
2 一 -44=10 0 0 1 O01 0 0 0 1 0 
1 时 日 0 ,| 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
fo 0 1 1 1 
=| 1 0 0 0 站 
| 0 1 0 1 
1 [a 0 0 0 

同 理 可 求 出 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 
| 1 0 0 i 0 | I 0 1 0 1 
10 Tf 1 0 1!1, .44=10 0 0 1 0 1,45)= A 
| 0 5 0 1 [4 | | 1 6 8 0 | 
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 
故 可 达 性 矩阵 为 
1 0 了 了 1 
| 0 1 1 | 
P=AVAWV VAS = 1 0 1 I 1 
| 0 1 1 | 
1 ， 
可 见 ， 用 短 阵 的 布尔 运算 比 一 般 的 抑 阵 运算 更 简单 些 ， 但 当 图 的 结 点 较 多 时 ， 计 算 起 


来 仍然 是 很 麻烦 的 。 

1962 年 ，Warshall 提出 一 个 有 效 算法 ， 直 接 从 邻接 矩 隆 求 可 达 性 矩阵 ， 它 是 一 个 比 
较 简 单 的 程序 ， 在 计算 机 上 是 很 容易 实现 的 ， 算 法 步骤 如 下 ; 

《1》 置 新 矩阵 己 : 一 4 

《2) 置 i :=1 

(3) 对 所 有 的 了 ， 如 果 书 ( 轧 们 一 1， 则 对 太一 1，2.… .和 

Pf,B):=P(j Bh) VP (ER) 

(C4) 2 :=it+1 

(5) 如 f 所 ?3 转 到 步骤 《3 )， 否 则 停止。 

由 算法 步骤 可 知 ，Warshall 算法 须 经 历 i ， 了 ， 上 三 次 循环 ， 故 算法 的 时 间 复 杂 性 
为 0(n3)。 

例 2.12 用 Warshall 算法 求 例 2.11 的 可 达 性 矩阵 步骤 如 下 ， 

《1) 署 新 矩阵 


0 0 1 0 1 
1 0 1 0 | 
P:=4=|0 8 0 1 0 
1 0 0 0 | 
0 9 0 1 0 


(2) 置 :=1 

《3) 考 容 所 有 的 了 ， 当 了 二 1 时 P(j, 让 二 P(1,1)=0， 不 作 处 理 ， 继 而 看 也 一 2， 
卫 (2,1) 二 1， 于 是 将 卫 中 第 2 行 与 第 工行 的 对 应 元 素 进 行 布尔 和 ， 结 果 记 入 第 二 行 的 对 应 
位 置 ， 于 是 得 


0 0 1 0 1 
1 0 1 0 1 
P:=10 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 


肖 看 了? =3， 因 P(j, 引 = 了 P(3,1) 二 0 不作 处 理 ,继而 看 ?一 4， 此 时 P(j, 引 = 了 P(4,1)=1， 
革 是 将 呈 中 第 4 行 与 第 1 行 对 应 元 素 进行 布尔 和 ， 结 果 记 入 第 4 行 的 对 应 位 置 ， 于 是 得 


9 0 1 0 1 
1 0 1 0 1 
P:=10 0 0 1 0 
1 0 1 0 1 
0 0 0 1 0 


再 看 7 一 5， 因 了 P(j,1)=P(5,1) 二 0， 不作 处 理 ， 至 此 所 有 的 7 部 已 察 遍 ， 转 入 下 一 步 。 
(4) :=i-1=1+1=2 
(5》 因 : 志 n( 5)， 转 同 到 步 又 (3 ) 
(C3) 考察 所 有 的 了 ， 均 有 卫 (j) 人 和) 二 P(j,z) 二 0， 因此 这 一 循环 结束 ， 忆 不 变 ， 转 
入 (4) 
(4) £ :=it1=2+1=3 
(5) 因 : 所 n( 5)， 转 回 到 步 又 (3 ) 
《3 》 考察 所 有 的 了 ， 当 了 一 1 2,4 时 王 ( 为 芒 一 1， 故 依次 将 第 1 行 与 第 3 行 、 第 2 
行 与 第 3 行 、 第 4 行 与 第 3 行 对 应 元 素 进 行 布尔 和 ， 结 果 分 别 记 入 第 1 、2、4 行 ,于 是 得 


0 0 工 1 1 
| 0 1 1 1| 
P:=10 0 0 ] 0 
| 0 1 1 | 
0 00 1 0 


对 所 有 的 了 已 察 遍 ， 转 入 步骤 (4》 
(C4) 1 :=i+1=3+1=4 
《5) 因 ; 所 nw， 转 回 到 步骤 (3 ) 
《3) 对 所 有 的 了 都 有 P(i, 站 =P(f，4)=1， 
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因此 每 一 行 都 与 第 4 行 的 对 应 元 素 进行 布尔 和 ， 结 果 记 和 人 各行， 于 是 得 
1 0 1 1 1 


rm PP 一 


对 所 有 的 了 已 察 这 ， 转 入 步 又 (4 》 

《4) ?一 ?十 1 一 4 十 1 一 5 

(5) 因 + 万 #， 转 回 到 步骤 (3 ) 

(3) 对 所 有 的 了 都 有 了 P(j,) 二 P(7,5) = 二 1， 因 此 每 一 行 都 与 第 5 行 的 对 应 元 素 进 
行 布尔 和 ， 结 果 记 入 各 行 ， 于 是 得 


1 0 1 1 1 
E 0 1 1 | 
Pi:=[1 0 1 1 1 
1 0 1 1 | 
1 0 1 1 1 


转 入 下 一 步 时 ，i 二 6>n( 5)， 计 算 结 束 ， 结 果 卫 即 是 所 求 的 可 达 性 矩阵 。 
图 的 连通 性 ， 可 以 用 可 达 性 矩阵 进行 判断 。 
定理 2.12 设 刀 是 简单 有 向 图 ，4， 忆 是 九 的 邻接 矩阵 与 可 达 性 失 性 ，47，P "分别 
是 它们 的 转 置 矩阵 ， 则 
1 ) 刀 是 强 连通 的 当 且 仅 当 己 的 元 素 全 为 1 。 
2 ) 刀 是 单 向 违 通 的 当 且 仅 当 己 与 PT 的 布尔 和 P' = 了 VBP7 除 对 角 线 元 素 外 全 为 1。 
3 ) 刀 是 弱 连 通 的 当 且 仅 当 44 与 47 的 布尔 和 4’ =4V 作 的 可 达 性 矩阵 的 元 素 全 为 1 。 
根据 邻接 和 矩阵 与 可 达 性 矩阵 的 意义 ， 上 面 的 判断 条 件 是 不 难 理解 的 ， 这 里 不 作证 明 ， 
只 举例 说 明 如 下 。 
例 2.13 设 四 个 有 向 图 Di,，D,，Ds，D 的 邻接 矩阵 分 别 为 下 面 的 4, 4;, 4;，44， 
试 判断 图 的 连通 性 。 
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 
2-[。 0 :| <-[。 0 "| 4-[ 0 中， 4 0 
1 0 0 1 0 0 0 1 0 


解 ，D! 的 可 达 性 短 阵 为 


故 D, 不 是 强 连 通 的 ， 进 而 求 Pi 及 PP 
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0 1 4 0 0 1 1 

mi=Pvzf-[。 0 中 人: 0 中 -| 0 
1 1 0 0 

故 Dz: 是 单 向 连通 的 。Ds 的 可 达 性 矩阵 为 


故 D; 不 是 强 连通 的 ， 进 而 求 Pi 及 Ps 


0 1 1 0 0 0 0 1 
ri-Pvei-e 0 中 0 -| 0 | 
0 0 


0 0 9 1 0 ! 0 
故 D; 也 不 是 单 向 连通 的 ， 转 而 求 4 及 4 
0 1 1 0 0 9 0 1 1 
aavar[。 0 中 0 |- 0 ,| 
0 0 0 1 0 4 \, 0 07 


再 求 4 的 可 达 性 矩阵 Ps 


故 Ds 不 是 强 连通 的 ， 进 而 求 Pi 及 Ps 


0 0 0 0 0 0 0 1 
pi-pvrr-| 0 "| 0 |- 0 ,| 

1 0 0 0 0 0 
故 Ds 也 不 是 单 向 连通 的 ， 转 漳 求 41 及 4 


0 0 0 0 1 
=4v A- | 0 vt 人 jj-[。 0 | 
0 0 0 0 


1 0 
再 求 44 的 可 达 性 矩阵 Ps 
1 0 1 
rc 0 | 
1 9 1 
故 D4 也 不 是 弱 连 通 的 ， 所 以 D。 是 非 连通 图 。 
将 这 四 个 有 向 图 的 图 形 画 出 来 ， 各 图 2.24， 可 见 判 断 是 正确 的 。 
下 面 定理 ， 给 出 了 如 何 利用 可 达 性 矩阵， 求 出 图 的 所 有 强 分 图 。 
定理 2.13 设 有 向 图 忆 的 可 关 性 矩阵 为 了 P，P" 是 忆 的 转 置 矩 阵 ， 定 义 矩 隆 8 =PO 
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了 7 二 (gij)。 基 中 


gi 二 pip 六 二 py*Di: ("为 普通 乘法 运算 》 


图 2.24 


则 包含 结 点 wi 的 强 分 图 D; 是 由 Q 的 第 ?* 行 元 素 为 1 的 对 应 结 点 所 组 成 。 

证 : 设 任 一 结 点 wj， 如 中 有 giy 一 1， 则 必 有 piy=1 及 p=1， 说 明 结 点 v; 与 vj; 是 
可 以 互相 到 达 的 ， 故 v3; 必 与 v: 处 于 同一 个 强 分 图 中 ， 同 理 如 有 gx= 1， 则 v4 亦 与 vi 处 于 
同一 个 强 分 图 中 ， 因 此 ， 与 vi 处 于 局 一 个 强 分 图 的 结 点 必然 是 0 中 第 2 行 元 素 为 1 所 对 


例 2.14 已 知 有 向 图 轧 的 可 述 性 矩阵 卫 如 下 ， 求 也 的 所 有 强 分 图 。 


应 的 结 点 。 | 
0 1 0 
|' i 0 
五 一 1 1 1 0 
| 1 £6 
0 1 0 
解 ， 先 求 :P7、 继 而 求 出 如 下 
0 1 
0 1 
QQ=POPITIT 1 
0 1 
a 1 
0 
0 
三 |0 
0 
中 


1 
1 
1 
1 
1 


-ooocooo0 
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orocrcpr-r 
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图 2.25 
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从 唱 可 以 看 昌 ， 没 有 任何 一 个 结 点 与 及 是 可 互相 到 达 的 ， 玖 如 及 v 必 自 成 一 
强 分 图 ， 与 v2 可 互相 到 达 的 结 点 是 v4 与 %;s， 因 此 也 的 所 有 强 分 图 是 {91}, {vs}， {v2,v4， 


vs}。 图 2,25 是 这 个 图 的 图 形 ， 可 见 判 断 是 正确 的 。 


以 上 是 用 可 达 性 挎 阵 对 有 向 图 的 连通 性 进行 判断 ， 关 于 无 向 图 的 连通 性 判断 ,在 $ 3.8 


中 再 作 详 细 讨 论 。 
三 、 关 联 矩 阵 


定义 2.27 《无 向 图 的 完全 关联 矩阵 ) 设 G 二 《VV ,是 一 个 简单 无 向 图 ,了 = {ov,， 
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Ve} 区 一 {01， G2 0m}， 令 妞 二 (B81)axm， 其 中 
_f1， 游 刀 关 联 & 
on 人 否则 
则 称 召 为 无 向 图 CG 的 完全 关联 年 阵 。 
例 2.15 图 2.26 所 表示 的 无 向 图 的 完全 关联 矩阵 如 下 


1 EL Bb 3 EE] 
0 0" wr0 0 0 0 

办 ez 号 vw|Il 1 8 |] 
B3=oll 0 1 0 

的 mlo 1 1 | 
图 2,26 vs°0 0 0 1 


从 定义 及 以 上 例子 可 知 ， 完 全 关联 矩阵 每 一 列 中 只 有 两 个 “1”， 每 一 行 “1 ”的 数 
目 是 坊 行 对 应 结 点 的 次 数 ， 完 全 为 “0 ”前 行 对 应 的 结 点 是 扳 点 ， 只 有 一 个 “1 ”的 行 ， 
“1?” 所 对 应 的 边 是 基 挂 边 ， 它 不 在 图 的 任何 回路 内 ， 变 换 图 的 结 点 或 边 的 次 序 时 ， 得 到 
的 撼 盏 是 置换 等 价 的 ， 完 全 关联 矩 隆 也 是 一 个 布尔 矩阵 。 
当 且 仅 当 和 矩阵 可 分 成 如 下 的 块 状 形式 时 ， 图 G 是 一 个 有 两 个 连通 分 支 的 韭 过 通 图 。 
BuyO 
3 -=o pa] 
定义 2.28 (有 向 图 的 完全 关联 征 阵 ) 设 D =《V ,EE) 足 一 简单 有 向 图 ,VV = {ots ee 
2 ， 天 一 {el， B29 Em}， 令 如 = (Bry)nxm 其 中 
1， 著 页 是 si 的 起 外 
如 二 | 一, 阁 是 ef 的 终点 
0， 否则 
则 称 召 为 有 向 图 忆 的 完全 关联 抑 阵 。 
例 2.16 网 2.27 所 类 示 的 有 向 图 的 完全 关联 策 陈 如 下 : 


1 G2 63 1 55 中 疯 
wal 0 0 00 
Wa 上 1 a 0 -1 | oa 
B=w%I 0 -1 1 -10 o 
| 0 071 11 | » 
vw 0 0 0 00 图 2.27 


从 定义 及 以 上 例子 可 知 ， 有 向 图 的 完全 关联 矩阵 每 一 列 之 和 为 零 ， 每 一 行 “1” 的 数 
目 是 该 行 对 应 结 点 的 引出 次 数 ,“ 一 1” 的 数目 是 对 应 结 点 的 引入 次 数 ， 完 全 为 “0 ”的 行 
对 应 的 结 点 是 弧 点 ， 其 余 性 质 与 无 向 图 类 似 。 

在 线性 代数 中 ， 一 个 矩阵 线性 无 关 的 行 的 数目 ， 称 为 该 给 阵 的 秩 ， 这 一 定义 也 适用 于 
完全 关联 矩阵 ， 我 们 知道 ， 和 矩阵 的 行 相 加 ,是 矩阵 的 一 种 初等 变换 ,和 矩阵 的 特性 是 不 变 的 。 
但 是 在 完全 关联 矩阵 中 作 行 相 加 时 ， 可 能 会 出 现 1+ 1= 2 的 情况 ， 结 果 将 不 再 符 合 完全 
关联 矩阵 的 定义 ， 为 了 保证 运算 的 封 亲 性， 我 们 作出 如 下 规定 ， 对 无 向 图 ， 行 相 加 采用 模 
2 加 法 〈 环 和 )， 即 0 四 0=0，0 申 1=1@ 申 0=1，1 电 1 =0。 对 有 向 图 行 想 加 即 
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为 普通 加 法 运算 。 
下 面 以 无 向 图 的 完全 关联 矩阵 为 例 进行 分 析 ， 得 出 的 结论 ， 对 有 疝 图 的 完全 关联 矩阵 
也 是 适用 的 。 
例 2.17 图 2.28 的 完全 关联 和 矩阵 如 下 ; 
«a 8 


= mm = 
opr-oosn 
-ooog 


了 
1 0 
0 
0 
1 
0 


-oo 


村 
v0 


把 矩阵 的 每 一 行 看 作 是 -个 行 向 量 w， 则 整个 行 向 景 的 
环 和 为 零 ， 即 


mBaB'"Bas= 0 
因此 这 个 行 向 量 组 是 线性 粗 关 的 ， 其 中 任 一 行 向 昌 均 可 由 其 余 的 行 向量 线 性 表 电 ， 例 如 
45 一 4 中 心中 心中 
这 一 特性 亦 适 用 于 有 向 图 ， 因 此 得 出 如 下 引 理 
引 理 一 ”一 个 连通 图 的 完全 关联 矩阵 吾 最 多 右 (一 1) 个 独立 行 。(2 为 图 的 结 点 


数 》 
就 是 说 在 BB 的 行 向 量 中 ， 最 少 有 一 行 是 非 独 立 的 。 但 是 还 有 下 面 一 条 引 理 
引 理 二 ”一 个 连通 图 的 完全 关联 矩阵 忆 最 少 有 《nm 一 1) 个 独立 行 。 
证 ， 用 反 证 靶 ， 设 BB 的 独立 行 数 少 于 (n 一 1)， 那 么 《n 一 1) 个 行 向 量 组 一 定 是 线性 
相关 的 ， 即 


ha Bhim BD" Bh gaa-t= 0 

其 中 心 ,…， 姑 -!: 是 不 全 为 9 的 常数 《这 里 只 取 0 或 1)， 上 式 表明 (wn 一 1) 个 行 向 量 的 环 
和 为 零 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 好 的 任何 一 行 中 最 少 有 一 个 1 《否则 该 行 对 应 的 点 为 绪 点 ， 
与 连通 图 的 前 提 矛 盾 )， 而 每 一 列 中 必须 有 两 个 1 ， 现 在 假设 第 行 中 有 一 个 1 位 于 第 j 
列 ， 第 了 列 的 另 一 个 1 在 第 x 行 中 ,现在 去 掉 第 2 行 ， 把 其 余 的 《wn 一 1) 个 行进 行 环 和 ， 显 
然 第 7 了 列 的 结果 必 为 1 面 不 是 9， 就 是 说 (w 一 1) 个 行 向 量 环 和 的 结果 不 可 能 是 0 向 量 ， 
与 上 面 假设 矛盾 ， 因 此 吾 最 少 有 (2 一 1) 个 独立 行 。 1 

有 了 以 上 两 条 引 理 ， 即 可 得 出 如 下 定理 。 

定理 2.14 具有 %* 个 结 点 的 连通 图 的 完全 关联 矩阵 的 秩 是 尺 (B) 一 2% 一 1。 
此 在 完全 关联 矩阵 中 ， 任 意 去 掉 一 行 仍 能 保持 矩阵 的 特性 ， 于 是 引出 下 面 关联 算 阵 
的 定义 。 

定义 2.29 在 有 w% 个 结 点 % 条 边 的 连通 图 的 完全 关联 矩阵 中 ， 去 掉 任 一 行 后 得 色 的 
(w 一 1》 x 玉 矩阵 ， 称 为 图 的 关联 扯 距 ， 去 撞 的 行 所 对 应 的 结 点 称 为 参考 点 。 

在 图 的 矩阵 表示 中 ， 经 常用 到 的 是 图 的 关联 矩阵 。 

如 例 3.17， 去 掉 完 全 关联 抵 阵 的 最 后 一 行 ， 得 到 图 的 关联 失 阵 如 下 ， 此 时 结 点 ws 是 参 
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GD 

ufl 0 0 0 1 1 0 

nll 1 0 0 0 0 1 

B= lo 1 1 0 0 0 0 
vs ' 

0 0 17 1 0 1 1 


为 了 不 同 的 应 用 ， 还 定义 了 其 他 ~ 些 什 阵 ， 如 回路 矩阵 、 距 离 矩 阵 、 荐 集 候 阵 、 传 输 
算 阵 等 。 其 中 一 些 年 阵 ， 将 在 后 而 结合 有 关内 容 再 作 介绍 。 


$2.4 图 在 计算 机 里 的 存 贮 


图 的 计算 往往 比较 复杂 ， 通 常 都 要 利用 寺 算 机 ， 因 此 怎样 把 图 的 数据 在 贮 到 计算 机 里 
是 -个 首先 要 解决 的 问题 ， 一 般 需 要 根据 具体 的 图 以 及 将 作 的 运算 来 灵活 选用 存 贮 结 构 ， 
面 介绍 刀 种 常用 的 图 的 存 迪 结 构 。 


一 、 邻 接 矩 阵 


用 邻接 矩阵 表示 图 ， 很 容易 判定 两 个 结 点 之 间 是 否 有 边 相 连 ， 也 容易 求 出 各 结 点 的 次 
数 。 邻 接 和 矩阵 可 用 二 维 数组 来 表示 ， 如 果 是 无 向 图 ， 由 于 其 对 称 性 ， 仅 需 存 人 下 三 角 (或 
上 三 角 ) 上手 阵 。 

邻接 矩阵 的 主要 缺点 就 是 占用 的 空间 较 大 ， 要 占用 0 (2》 的 空间 (% 为 图 的 结 点 数 )。 
而 且 用 直接 法 将 邻接 矩阵 初始 化 也 将 占用 较 多 的 时 章 ， 因 而 很 难 改 进 算法 的 时 间 复 染 性 与 
空间 复杂 性 的 量 级 。 

一 种 有 效 的 改进 方法 是 用 二 进 制 位 向 量 来 表示 一 个 邻接 矩阵 的 行 (或 列 )， 因 为 多数 
计算 视 都 有 “与 "、“ 或 "、“ 噶 或 ”和 “ 非 ” 等 逻辑 运算 ， 有 些 还 有 特殊 的 “位 操作 ”运算 ， 
所 以 可 以 把 一 个 机 器 字 看 成 不 是 一 个 “ 数 ”而 是 每 一 位 是 互相 独立 的 向 量 ， 这 样 一 4- 饥 器 
字 是 一 个 二 进 制 的 位 向 量 ， 用 来 表示 邻接 矩阵 的 行 〈 或 列 )， 若 对 其 进行 位 操作 ， 运 算 速 
度 要 快 得 多 。 但 位 向 量 的 数据 结构 也 有 缺点 ， 即 需要 的 字 长 一 般 远 大 于 用 其 他 方法 所 天 的 
字 长 ， 否 则 就 要 用 两 个 以 上 的 机 器 字 联 合 表示 ， 运 算 就 不 方便 了 。 


二 、 邻 接 表 


邻接 表 也 是 图 的 一 种 常用 表示 方法 ， 在 这 种 存 凡 结构 中 ， 对 图 的 每 一 个 结 点 建立 -个 
链表 。 第 个 链表 中 的 结 点 是 与 vi 邻接 的 结 点 《如 果 是 有 向 图 则 是 从 引出 弛 的 终止 结 
点 )。 每 个 结 点 由 两 个 域 组 成 ， 结 点 域 用 以 指示 与 结 点 淡 邻接 的 点 的 序号 ， 链 域 用 以 指向 
下 一 条 边 。 每 一 个 链表 设 一 个 表 头 结 点 ， 这 些 表 头 结 点 本 身 以 向 量 的 形式 在 贮 ， 以 便 随机 
访问 任 一 结 点 的 链表 。 

图 2.29 表示 无 向 图 ， 图 2.30 麦 示 有 向 图 ， 它 们 的 邻接 表 各 列 于 其 右 。 

在 无 向 图 中 ， 有 包含 结 点 驰 条 边 ， 则 它 的 邻接 表 需 4 个头 结 点 和 2m 个 表 结 点 ， 每 个 
有 两 个 域 ， 显 然 在 边 稀 破 的 情况 下 ， 用 邻接 宸 比 用 邻接 第 阵 节省 存 凡 单 多。 

在 无 向 图 的 邻接 表 中 ， 第 z 个 邻接 家 中 的 结 点 数 即 为 结 吉 vi 的 次 数 ， 对 于 右 向 图 ， 则 


图 2.30 


只 是 结 点 ov; 的 引出 次 数 ， 如 果 要 求 它 的 引入 次 数 ， 必 须 对 整个 邻接 表 扫 描 一 遍 ， 找 到 结 
点 域 的 值 为 四 的 结 点 个 数 ， 显 然 这 样 做 是 比较 麻烦 的 。 为 了 确定 各 结 点 的 引入 次 数 , 我们 
可 以 建立 一 个 逆 邻 接 天 ， 即 对 每 个 结 点 v: 建立 一 个 指向 岂 的 弧 的 表 。 图 2.31 给 出 了 图 
2,30 的 逆 邻 接 表 。 


三 、 仓 接 向 重 


可 以 把 邻接 玫 改 为 对 每 个 结 点 的 邻接 向 显 ， 用 
来 表示 结 点 与 边 的 关系 。 结 点 w 的 邻接 向 量 Vi 是 
这 样 一 个 向 量 ， 它 的 各 个 分 量 是 与 结 点 5; 邻接 的 
各 结 点 的 编号 。 例 如 图 2.30 的 有 向 图 的 五 个 结 点 对 
应 的 邻接 向 量 表示 如 下 : 


Vi={2,4,0}, ,={0,0,0} 
Vs={3,4,5}, Vs={3,0,0} 
Vs={1,0,0} 
由 于 各 结 点 的 引出 次 数 不 同 ， 它 们 的 邻接 向 旱 的 实际 长 度 是 不 一 样 的 。 为 了 取得 长 度 
的 统一 ， 我 们 以 引出 次 数 最 大 的 值 作 为 向 量 的 维 数 ， 对 引出 次 数 小 的 结 点 ， 就 在 向 量 的 后 
段 各 分 量 置 等 。 当 然 这 样 做 要 浪费 一 些 空间 。 在 对 边 的 扫描 次 数 不 大 的 算法 中 ， 邻 接 向 量 
是 一 种 较 好 的 表达 方式 ， 对 二 路径 寻找 算法 和 深 放 优先 搜索 法 是 很 方便 的 。 


四 、 邻 接 多 重 表 


对 于 无 向 图 ， 如 果 用 邻接 表 的 存 贮 结构 ， 每 一 条 边 〈v;，v;) 有 两 个 结 点 ， 一 个 在 Vt 
前 链表 中 ， 另 一 个 在 V; 的 链表 中 ， 对 一 些 较为 复杂 的 问题 ， 有 肝 需 要 对 搜索 过 的 边 作 出 
记号 ， 关 样 就 必须 同时 找到 表 永 同一 条 边 的 两 个 结 点 ， 如 用 邻接 多 重 表 作 为 图 的 存 贮 结 
和 构 ， 就 会 方便 得 多 。 在 邻接 多 重 表 中 ， 每 一 条 边 用 一 个 结 点 表示 ， 它 由 如 下 所 示 的 五 个 域 
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组 成 ; 


| mart | Vi | 


Vs 


Vtink |v,—lind| 


其 中 ，mark 为 标志 域 ， 用 来 标志 该 条 边 是 否 搜 索 过 ，V; 与 V; 为 该 条 边关 联 的 两 个 结 点 ， 


TV 一 link 用 来 指向 下 一 条 关联 vi 的 边 ，V 


/一 link 则 是 指向 下 一 条 关联 w; 的 边 。 在 这 种 表 


中 ， 除 了 增加 一 个 标志 域外 ， 所 澳 的 存 贮 量 与 邻接 表 所 需 的 相同 。 


例如 ， 图 2.32 就 是 图 2.29 的 邻接 多 


册 1 


四 


Te , 
1 3 | 


五 、 关 联 矩 阵 


) ee 3 
和 半 二 人 e6 | bin. m1 
“| 3 4 人 入 | 过 ao 
图 2.32 


用 关联 算 阵 表示 图 ， 它 的 明显 优点 是 能 迅速 指出 与 大 一 结 点 "关联 的 是 哪些 边 ， 许 县 


还 可 指出 某 条 边 。 关 联 的 是 哪 两 个 结 点 ， 对 于 有 向 图 还 能 区 分 出 结 点 的 引入 次 数 及 引出 次 
数 。 因 为 关联 矩阵 是 %xm 阶 矩 阵 ， 其 中 大 部 分 元 素 是 零 ， 空 间 的 浪费 是 很 大 的 。 不 过 如 


果 空 间 攻 

可 以 从 时 间 上 的 获 益 得 到 补偿 。 
对 

存放 相应 的 权 值 。 


§2.5 


KR 紧张， 这 种 存 贮 方式 还 是 可 取 的 ， 因 为 它 可 以 获得 时 间 高 效 的 算法 ， 空 间 的 损失 


F 带 权 图 《网络 )， 存 贮 结 构 将 复杂 些 ， 例 如 邻接 表 ， 每 个 结 点 还 应 增加 一 个 域 以 


的 遍历 


对 于 无 向 图 ， 我 们 有 时 需要 从 图 的 某 一 点 出 发 ， 访 问 图 的 所 有 其 余 结 点 ， 如 果 图 是 连 


通 的 ， 则 从 图 的 任 一 点 出 发 顺 闭 某 些 边 可 
访问 一 次 ， 这 一 过 程 称 为 图 的 遍历 。 
由 于 图 的 任 一 结 点 都 可 能 与 其 他 若干 


以 访问 图 中 的 所 有 结 点 ， 而 且 使 每 一 个 结 点 仅 被 


结 点 邻接 ， 所 以 当 访问 了 某 个 结 点 之 后 ， 才 能 顺 


着 边 又 访问 到 已 被 访问 过 的 结 点 ， 故 在 遍历 图 时 ， 必 须 记 下 已 被 访问 过 的 结 点 ， 以 免 同 一 
结 点 被 访问 多 次 。 因 此 我 们 可 以 对 每 个 结 点 设置 一 个 辅助 国 数 N(w)， 当 结 点 未 被 访问 
时 ， 其 值 为 零 ， 一 旦 ?被 访问 ， 便 置 N(o) 为 1 。 

通常 有 两 种 遍历 图 的 方法 ， 即 深度 优先 搜索 法 和 广度 优先 搜索 法 ， 分 别 记 作 DES 算 


站 和 BFS 算法 ， 分 述 如 下 。 
一 、 深 度 优先 搜索 法 


算 半 的 思路 是 ， 首 先 选 定 图 G=《V,E) 中 某 一 结 点 如 为 始点 ， 设 《vo，w) 是 图 中 的 
一 条 边 ， 于 是 沿 着 边 vo， 搜索 到 结 点 w， 设 (uw，w) 是 与 4 关联 并 且 没 有 搜索 过 的 
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边 ， 于 是 又 沿 着 这 条 边 搜 索 到 结 点 w。 再 从 ww 出 发 重复 上 述 过 程 。 一 般 来 说 ， 设 * 是 最 新 
搜索 访问 〉 到 的 结 点 ， 如 果 与 邻接 的 结 点 尚未 被 访问 过 ， 则 可 沿边 《x，y) 访 问 到 
结 点 y， 如 果 与 * 邻接 的 所 有 结 点 都 已 被 访问 过 ， 则 退回 到 访问 * 的 前 一 结 点 〈 称 为 * 的 
鞠 驱 点 )， 再 重复 上 述 过 程 ， 如 此 继续 下 去 ， 直 到 所 有 的 被 访问 过 的 结 点 的 邻接 点 都 已 被 
访问 为 止 。 用 这 种 搜索 方法 去 遍历 图 ， 就 称 为 深度 优先 搜索 法 。 

如 果 图 的 存 巡 结构 采用 邻接 表 ， 则 深 先 搜索 的 算法 步骤 如 下 ; 

设 w: 起 始点 。 

了 (9): 1 的 先驱 点 。 

Co)， 的 标号 ， 如 中 已 被 访问 ， 则 (2 一 1 

了， 输出 的 图 。 

输入 无 向 图 G 的 每 个 结 点 的 售 接 表 工 (07 

1) T 二 gs， 对 所 有 的 YET，N(OOe0，P(O 一 0，P(oo)rao Dear ze 0 

2) N(Wel 

3 ) 对 工 (v) 的 每 个 结 点 %， 如 都 及 (4) =  ， 则 转 5)， 桔 则 

4) 工 ( 四 中 存在 结 点 4 NG 一 0 则 TTU{(v， 0)} fi 1 P(t Vett, 


转 2) 
5》 如 j= 二 % 一 1， 则 输出 I， 停机 。 和 否则 ，v~P(v) 转 3)。 
例 2.18 ”用 深度 优先 搜索 法 遍历 图 2.33 (a)。(b) 是 它 的 邻接 表 。 则 搜索 过 程 如 下 


加 ET 一 LA 
四 Cele} Lod 
0 
图 2.33 


1) 以 结 点 1 为 始点 ，N( 1 ) = 1 ,找到 未 被 访问 过 的 邻接 点 2 ,于 是 T={( 1 ,2)}, 
4 1 ，P(2)=1，w-2， 重 复 上 上述 过 程 。 

2 ) N(2) 二 1 ， 找 到 与 2 邻接 且 未 被 访问 过 的 点 4， 于 是 T={(1 ,2), (2 ,4)}, 
i 二 2，P(4)=2，v-4， 重 复 上 述 过 程 。 

3 ) N(4)= 1， 找 到 与 4 邻接 且 未 被 访问 过 的 点 83， 于 是 T={(1，2), (2，,4)， 
(4，8)}, j= 3，P(8)=4， v8， 重复 上 述 过 程 。 

4) NC 8 )= 1， 找 到 与 8 邻接 且 未 被 访问 过 的 点 5， 于 是 T={(1 ,2),(2，4)， 
《4,8),，(8,5)}, z= 4，.P(5)= 8， v5， 重 复 上 述 过 程 。 


5) N(5)= 1， 因 与 邻接 的 点 都 已 访问 过 ,而 且 此 时 #5 产 % 一 1, 故 ve 一 P(5)= 8， 
重复 前 栖 `[ 程 。 

6 ) 找到 与 8 邻接 且 未 被 访问 过 的 点 6 ,于 是 T={(1,，2),(2，4), (18)，(8，5 )， 
《8,6)}, f= 5，P(6)= 8，vo6， 重 复 上 述 过 程 。 

7) N(6 ) 二 1， 找到 与 6 邻 楼 且 未 被 沪 问 过 的 点 3， 于 是 T={(1 ,2),(2, 4)， 
4,8),， (8,5), (8,6), (6,3)}, i=6，P(3)=6, v3， 重 复 上 述 过 程 。 

8) 好 ( 3 ) 二 1 ， 找 到 与 3 邻接 且 未 被 访问 过 的 点 7 ， 于 是 Y={ 1 ,2),， 《2,4)， 
(4 8), (8,5), 《8,6), 《6,3), 《3,7)), f=7?7，P(7) 一 3， 07, 重复 上 

9》N(7)=I， 因 与 7 邻接 的 点 都 已 访问 过 ， 而 且 此 时? 一 2 一 1 一 7， 故 输出 了 7， 停 
机 。 


访问 结 点 的 次 序 为 


UU Ve VOT 
遍历 的 路 线 如 图 2.34。 可 以 看 出 ， 访 问 的 路 线 不 仅 与 起 始点 
的 选 定 有 关 ， 而 且 与 邻接 表 给 定 的 顺序 也 有 关 。 

采用 邻接 表 这 种 存 贮 结构 ， 由 于 对 每 条 边 至 多 运算 一 
次 ， 故 时 间 复 杂 性 为 OC| E| )、 如 果 用 邻接 年 阵 骨 示 图 ， 时 
间 复 杂 性 将 是 OCx7)。 

上 面 的 算法 只 适用 于 迷 通 无 向 图 ， 各 果 是 非 过 道 无 向 琴 
或 有 向 图 ， 必 须 修改 算法 才能 做 到 图 的 遍历 。 下 而 介绍 一 个 
算法 ， 它 是 按 递归 过 程 写 出 的 ， 既 适 于 连通 或 非 过 道 无 向 

图 2.34 图 ， 也 适 于 有 向 图 。 
这 一 算法 ， 图 的 输入 仍 采用 邻接 天， 输 旧 为 边 集 ， 对 每 一 结 点 4 设 置 -标记 DFT 
Co)， 它 的 初 值 为 零 ， 终 值 就 是 遍历 图 时 访问 结 点 w 的 次 序号 ， 称 为 结 点 的 深度 优先 指 
数 。 结 点 的 这 一 序号 清晰 地 显示 出 遍历 图 所 走 的 路 线 。 算 法 步骤 如 下 ， 对 于 连通 无 向 图 ， 
步骤 11) 可 以 删 去 、 而 把 步骤 12〉 的 w 作为 起 始 结 点 。 


1) Procedure DFS(v) 
begin 
2) DFT (ves 
3) Uistl 
4) for (9) 中 每 个 结 点 v ao ， 
5) 过 DFI(v)= 0 then 
begin 
6) FoFU{(v, v)} 
7) DFS(W) 
end 
end of DFS 
8) so 1 
9) Fog 


10) for V 中 每 一 个 结 点 v Go DFI 一 0 


11) while 存在 茜 尼 结 点 x,，PDFI (sw)=0 do 
12) DFS(«) 
13) output 友 


用 上 述 算法 遍历 图 2.35(a) 的 非 连通 无 向 图 ，(b》 为 它 的 输出 ，(c) 是 遍历 图 时 访问 


结 点 的 次 序号 DFI(v)。 


图 2.35 


图 2.36(a) 是 一 有 向 图 ，(b》 是 遍历 图 输出 ，(c》 是 遍历 图 时 访问 
图 的 边 可 分 为 如 下 四 种 类 型 : 


结 点 次 序号 。 有 向 


树 核 集 五 ={(1,3) , (8,2) , 41,5) ，45,4) ， (556) ， 《7,8) (7,9)}， 后 向 落 集 B1={ (2,1)}， 


前 向 续集 如 .一 4 (1.6)}， 跨 接续 集 C 二 { (4,3), (6, 4) , (9s8) (9,6)}。 


图 2.38 


， 37 。 


二 、 广 度 优先 搜索 法 


算法 的 思路 是 ， 首 先 选 定 图 G=(F， 殖 ) 的 著 一 点 wm 为 始点 ， 从 加 出 发 依次 访问 与 
vo 邻接 的 所 有 结 点 1，v2，"…，ww， 然后 依次 访问 与 2，v2,… ,vs 邻接 的 所 有 结 点 ，( 已 被 
访问 过 的 结 点 不 再 访 癌 )， 依 此 类 推 ， 直 到 所 有 的 结 点 都 被 访问 过 为 止 ， 按 这 种 方法 侦 历 
图 ， 就 称 为 图 的 广度 优先 搜索 法 。 

具体 的 算法 到 决 于 图 的 哪 一 种 存 贮 结 构 ， 设 仍 采 用 邻接 天 的 结构 形式 ， 广 度 优先 搜索 
的 算法 步 蚊 如 下 : 

输入 无 向 图 C 每 个 结 点 的 邻接 表 工 (v)， 建 站 -个 先进 先 出 的 表 (队列 )Q8sw6 为 始点 。 

《1) Te6， 对 所 有 的 点 vEV， NG 一 0 ,QO 0, i0, vv No 一 1。 

(2) 对 L(yv) 的 每 个 结 点 #， 如 部 有 六 (ww) = ] ， 则 转 (4)， 否 则 

C3) 工 (vw) 中 窑 在 结 点 #，N(w) = 0， 则 TTU{(v, 2)}，QQU{}, $i++ 1， 
NO 一 1， 转 (2)。 ” 

C4) 如 ?4 一 1 ， 人 停止， 否则 从 台中 版 排 头 元 素 2#， 在 台中 删除 wz， 5 一 xs， 转 (2) 

例 2.19 如 网 2.33， 采 用 广度 优先 搜索 法 志 历 图 ， 步 最 如 下 

《1》 以 结 点 1 为 起 始点 ，N(1) =1， 找 到 未 访问 过 的 结 点 2， 于 是 7 了 =={(1,2)}， 
UV={2}, z= 1], Ni2)=—1。 

(2) 和 否 找 与 1 邻接 且 未 访问 过 的 结 点 ， 得 到 结 点 3 ， 于 是 T={(1,2),(1,3)}, 8= 
{2,3},1=2, N(3)=1。 

(3 》 因 与 1 邻接 的 所 有 结 点 都 已 被 访问 过 ， 而 此 时 $=2 关 4 一 1, 各 从 日 中 取出 排头 
元 素 2 ， 并 从 @ 中 删除 2 ， 即 得 4={ 3 }，v 全 2 ， 执 行 步 又 (2) 

《4 ) 找到 与 结 点 2 邻接 且 未 被 访问 过 的 结 点 4， 于 是 T={1,2), (1,3), (2,4)},U= 
{3,4}, $= 3, N(4)=16 

《5 ) 再 找 与 结 点 2 邻接 且 未 访问 过 的 结 点 ， 得 到 结 点 5， 于 是 了 ={1,2), (1, 3)， 
{2,4),(2,5)}, Q={3,4,5}, 2= 4, N(5)=1。 

《6 ) 因 与 结 点 2 邻接 的 结 点 都 已 访问 过 ， 而 此 时 5 到 w 一 1， 故 从 中 取出 排 头 元 素 
3 且 在 8 中 湖 除 3， 即 得 0={4,5}， v3 ， 执 行 步骤 (2) 

《7 》 找到 与 结 点 3 邻接 且 未 被 访问 过 的 结 点 6， 于 是 了 ={(1, 2), (1, 3), (2, 4)， 
C2,5),(3,6)}, O={4,5,6}, $= 5, N(6)=1。 

( 8 ) 再 找 与 结 点 3 邻接 且 来 被 访问 过 的 结 点 ,得 到 结 点 7 ,于 是 T={(1,2), (1,3)， 
(2,4), (2,5), (8,06), C3, 7)}, Q={4,5,6,7}, $=6, N 
(7)=1。 

(9 ) 因 与 结 点 3 邻接 的 所 有 结 点 都 已 访问 过 ， 而 此 时 
3 关 z 一 1， 改 从 @ 中 取出 排头 元 素 4， 并 从 @ 中 删除 4， 即 
得 @={f5,6,7}，ve 一 和， 执行 步骤 (2) 

(10) 找 至 与 结 点 4 邻接 且 未 被 访问 过 的 结 点 ， 得 到 结 
点 8, 于 是 T={(1,2), (1,3), (2,4), (2,5),(3,6), (3,7), (4 

图 2.37 8)}, Q={5,6,7,8}, $=7, N(8)=1,。 
(11) 因 与 结 点 4 邻接 的 所 有 结 点 都 已 访问 过 ， 且 此 时 ;二 % 一 1， 故 停止， 输出 了 。 


.38 。 


访 疝 点 的 次 序 为 : 
VD UU UY Ys 
遍历 图 的 路 线 如 图 2,37， 同 理 ， 访 向 的 路 线 不 仅 与 起 始点 的 选 定 有 关 ， 也 与 邻接 表 给 
定 的 顺序 有 关 。 容 易 看 出 ， 以 上 两 种 遍历 图 的 算法 的 时 间 复杂 性 量 级 是 等 同 的 。 这 龙 因为 
应 种 算法 的 差别 仅 在 于 遍历 图 的 过 程 中 ， 结 点 访问 的 次 序 不 辣 而 已 。 


习题 与 思考 题 


1， 证明: 有 向 简单 图 所 有 结 点 引入 次 数 的 和 ， 等 于 它 的 所 有 引出 次 数 之 和 。 寺 
个 和 的 数值 等 于 边 的 数目 。 

2， 证 明 : 简单 无 向 图 结 点 的 最 大 次 数 小 于 结 点 数 。 

3. 证 明 : % 个 结 点 的 简单 无 向 图 ， 至 少 有 两 个 结 点 次 数 相同 。( 这 里 # 宇 2》 

4。 共 次 聚会 的 成 员 到 会 时 担 了 手 ， 试 证 ， 奇 数 个 人 握手 的 人 数 是 一 个 偶数 。 

5。 在 一 次 象棋 比赛 中 ， 任 意 两 名 选手 间 至 多 只 下 一 盘 ， 试 证 ， 总 能 找到 两 名 选手 ,他 
们 下 过 的 盘 数 恰好 相同 。 

6。 在 上 题 所 指 的 比赛 中 ，。 如 果 每 名 选手 与 其 余 所 有 的 选手 比赛 过 ， 且 选手 的 人 数 是 
4#， 求 比赛 的 总 盘 数 。 

7?。 证明 ， 在 和 阶 连通 无 向 图 中 ， 如 果 有 % 一 1 条 边 ， 则 至 少 有 一 个 结 点 的 次 数 为 奇 
数 。 

8， 画 一 个 无 向 图 ， 它 的 结 点 次 数 是 

2) 2，2，2，2，2，2 

b) 2，3，4，5，6 

Cc)3，3，4，5，5，6 

9。 画 出 具有 6 个 结 点 的 图 ， 使 各 结 点 的 次 数 是 1，2，2，3，5，5， 这 有 的 图 有 多 少 
条 边 ? 

10, 在 个 运动 队 间 安排 了 一 项 竞赛 ,已 赛 %+ 1 局 ， 试 证 ， 存 在 ~ 个 队 ， 它 至 少 参 
加 过 3 局 比赛 。 

11， 试 构造 一 个 有 2% 个 结 点 (nw 宕 3) 而 没有 三 角形 的 三 次 正则 图 。 

12, 试 证 ， 具有 个 结 点 的 篇 单 无 向 图 ， 边 的 最 大 数目 是 n(n 一 1)/2。 

13。 在 无 向 图 中 有 一 个 结 点 集合 ， 如 果 不 在 该 集合 中 的 每 一 个 结 点 都 邻接 于 该 集合 中 
一 个 或 一 个 以 上 结 点 ， 则 称 读 集合 为 支配 集 。 如 果 支 配 集 的 任何 真子 集 都 不 是 支配 集 ， 则 
称 该 支配 集 为 最 小 支配 集 。 在 图 2.38 中 ， 试 找 出 两 个 不 同 大 小 的 支配 集 。 

14. 画 出 四 阶 完 爹 无 向 图 的 所 有 生成 子 图 。 

15， 画 出 图 2.39(a) 和 (b) 的 补 图。 

16. 证 明 ， 若 无 向 图 G 蚌 不 连通 的 ， 则 G 的 补 图 G6 是 连通 的 。 

17. 证 明 图 2.40(a)(b) 两 个 图 是 同 构 的 ， 写 出 点 和 边 的 对 应 关系 。 

18. 图 2.41 的 (a) 和 (bp) 是 否 同 构 ， 如 同 构 ， 写 出 它们 的 对 应 关系 。 

19， 画 出 有 三 个 结 点 的 所 有 可 能 互 不 同 构 的 的 有 向 简单 图 。 

20,， 求 出 具有 5 个 结 点 ， 各 结 点 次 数 都 不 小 于 3 的 简单 无 向 图 的 个 数 。( 画 出 图 ) 
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图 2,.40 图 2.41 


21.， 一 个 无 向 图 如 果 同 构 于 它 的 补 图 ， 则 称 该 图 为 自 补 图 。 

《a)》 画 出 一 个 有 4 个 结 点 的 自 补 图 。 

《b ) 画 出 一 个 有 5 个 结 点 的 自 社 图 。 

Cc) 是 否 有 3 个 结 点 、6 个 结 点 的 自 补 图 。 

22。 证明， 一 个 自 补 图 或 者 有 4 下 个 或 者 有 〈4 玉 +]) 个 结 点 。( 玖 为 正 整数 ? 

23、 证明。 一 个 图 是 自 补 图 ， 其 对 应 的 完全 图 的 边 数 必 为 侦 数 。 

24， 图 2.42 给 出 了 (a),(b),(e) 三 组 G,，G: 图 ， 试 分 别 丙 出 三 组 的 G, 与 6 的 交 、 并 
差 、 补 及 环 和 的 图 。 
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图 2.42 
25， 设 G=《V,E) 是 无 向 简单 图 供 不 是 完全 图 ， 则 一 定 存在 三 个 结 点 w，v，wEV， 
有 (40), (vw) EE, 但 (w,w) ¢E。 
26， 无 向 图 (n,m), 证明， 如果 mw 闫 wn， 则 图 必 包 含 一 条 回路 。 
27。 设 G 是 一 个 %* 阶 完全 无 向 图 
» 40 。 


《3) G 有 多 少 回路 

《b) 包含 G 的 某 条 边 。 的 回路 有 多 少 。 

《c) 任意 两 点 之 闻 有 多 少 条 路 径 。 

28. 证明 ， 一 个 有 有 %* 个 结 点 的 简单 图 G， 如 果 结 点 的 最 小 次 数 ddg(G) 之 2, 则 G 包 含 
一 条 长 度 不 小 于 deg(G)+ 1 的 问 路 。(deg(G)=min{deg(w)1i=1，2,"…,n}) 

29， 在 一 个 无 向 图 G 中 ， 设 P 与 Pi 是 两 个 给 定点 之 间 的 两 条 不 同 路 径 。 证明 P, 四 必 
是 G 中 的 一 个 回路 或 是 回路 的 边 不 重 并 集 。 

30。 确定 图 ?2.43 的 (a),(b) 各 属于 哪 - 过 通 类 。 

31， 求 出 图 2,43(b)? 中 有 向 图 的 强 分 周 。 

32. 图 G 有 寻 个 结 点 性 条 边 ， 若 


> 二 (wD (m2) 


试 证 明 G 必 是 连通 图 。 

33. 证明。 三 次 正则 图 有 一 个 割 点 当 且 仅 当 它 有 一 条 荐 边 。 

34。 证 明 :， 在 一 个 有 -~ 条 割 边 的 三 次 正则 图 中 至 少 有 10 个 结 点 。 

35, 证明， 车 ? 是 图 G 的 一 个 割 点 ， 则 ” 不 是 补 图 C 的 制 点 。 

36. 设 G 是 一 个 和 至 少 有 三 个 结 点 的 连通 图 ， 下 列 命题 是 等 价 的 。 

Ca) G 没 有 制 边 。 

《hp ) G 的 每 二 个 结 点 在 一 条 公共 回路 上 。 

《5》G 的 每 一 个 点 和 一 条 边 在 一 条 公共 回路 上。 

《d) G 的 每 二 条 边 在 一 条 公共 加 路上。 

《8) G 的 每 一 对 结 点 和 每 一 条 边 ， 有 一 条 联结 这 明 个 结 点 而 且 通 过 这 条 边 的 路 径 。 

《fi) 对 G 的 每 一 对 结 点 和 每 一 条 边 ， 有 一 条 联结 这 两 个 结 点 而 不 含 这 条 边 的 基本 路 
径 。 

《8 ) 对 每 三 个 结 点 ， 有 一 条 联结 任何 两 个 点 而 有 含有 第 三 个 点 的 简单 路 径 。 

37， 一 个 爱 通 图 ， 含 有 长 为 如 的 路 径 ， 不 含 任何 长 大 于 迷 的 路 从 。 求 证 : 任 两 条 长 为 
又 的 路 径 有 公共 结 点 。 

38。 斌 证，-- 个 简单 过 通 无 向 图 ， 若 每 个 结 点 次 数 不 小 于 3 ， 就 含有 长 为 偶数 的 一 个 
回路 。 

39， 求 出 图 2,44 中 有 向 图 的 邻接 矩阵 女 ， 找 出 从 久 到 w 长 度 为 2 和 4 的 路 径 ， 并 用 计 
算 中 ，4%?，4: 来 验证 这 一 结论 。 

40。 对 于 图 2,44 的 有 向 图 ， 试 求 出 邻接 矩阵 4 的 转 置 47 及 A447 和 A™4, 说 明 其 中 第 
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图 2.43 图 2,44 
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《2,3) 元 素 和 第 〈2，2》 元 素 的 涵义 。 
41。 给 定 两 个 简单 有 向 图 G1:，G 的 邻接 矩阵 41.，4 如 下 : 
《a) 对 于 二 1，2,"…,6， 计 算出 4 和 42。 
《pb )》 求 出 Gi 与 G: 的 所 有 基本 回路 


0 0 0 1 1 0 0 

0 0 1 1 1 0 
0 0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 0 0 

4 9 0 1 0 0 
1 4=l1 0 1 09 1 0 0 

1 9 1 0 1 0 
1 0 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 0 1 
9 1 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 
0 1 0 0 0 0 " 

42。 无 向 图 G 的 关联 抵 阵 召 如 下 ， 试 画 出 的 图 形 并 指出 哪些 是 平行 边 。 


EL 22 Ba Ba 85 Bs 
m0 1 1 0 1 90 
1 0 1 0 1 0 
Yolo 1 0 1 0 1 
m1 0 0 1 0 1 
43。 对 于 邻接 矩阵 4 的 简单 有 向 图 G， 它 的 距离 矩阵 定义 如 下 ， 刀 一 (8 ， 其 中 
玉 ， 户 是 使 4 兴 去 0 的 最 小 正 整 数 
| 


D2 


B 


0, i= 
ce， 册 不 能 到 达 中 
确定 由 图 2.44 所 东 图 的 距离 给 降 ， 并 指出 zzr = 1 的 涵 意 。 
44， 图 2.45 给 出 了 一 个 有 向 图 ， 试 求 读 图 的 邻接 阵 抢 及 距离 矩阵 。 
45。 图 2.46 给 出 了 - -个 简单 有 向 图 ， 试 求 出 它 的 邻接 什 阵 及 可 达 性 矩阵 。 
46。 在 一 简单 有 向 图 中 ， 怎 样 才能 从 一 个 距离 矩阵 求 得 它 的 可 达 性 矩阵 。 
47。 设 4= (aiz)oxs 是 图 G 的 邻接 矩阵 ， 试 证 ， 
Ca) (I+ADAT+A)=I+A+AT 
(bp) (+) =T+A+ 4D 二- 二 A 其 中 ，A4 四 =A4V A,“ 二 ”为 布尔 和 ，7 为 hx 
坟 单 位 矩阵 。 
48。 给 定 简单 有 向 图 G=(V,E)，4 是 G 的 邻接 矩阵 ， 卫 是 G 的 可 达 性 矩阵 ， 证 明 
P=(T+t A “十 ”为 布尔 和 。 
49， 试 用 Warshall 算 东 求 图 2,47 的 可 达 性 和 矩阵 。 
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50。 试用 可 达 性 矩阵 的 运算 ， 分 析 图 2.48 是 否 是 强 分 图 。 
51. 试用 一 高 级 语言 写 出 图 的 可 达 性 矩阵 的 Warshall 算法 。 
52， 试 用 一 高 级 语言 写 出 有 向 图 的 各 强 连 通 部 分 的 算法 。 
53， 写 出 图 2.49 所 示 的 图 G 的 完全 关联 矩阵 并 验证 其 秩 。 
54， 设 4=(4iy)sxm 是 无 向 图 G 的 完全 关联 矩阵 ， 证 明 
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下 ,试用 深度 优先 搜索 法 遍历 图 2,50 所 示 的 无 向 图 。 
56， 试 用 广度 优先 搜索 法 重复 上 题 。 


n 


nt 


图 2.48 


57。 试 用 深度 优先 搜索 法 的 递归 算法 遍 记 图 2.51(a), (b),(c) 所 示 的 连通 无 向 图 , 非 


连通 无 向 图 及 有 向 图 。 
4 1 2 1 
2 5 
3 
?7 3 
4 
. 《b Co 


图 2.51 


58， 试用 一 高 级 语言 写 出 过 通 无 向 图 深 先 搜索 程序 。 设 图 的 输入 用 邻接 和 矩阵 。 


图 2.50 
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第 三 章 树 与 割 集 


8$3.1 无 向 树 


树 是 图 论 中 最 重要 的 一 个 概念 ， 它 在 很 多 科学 领域 中 得 汉 广 泛 应 用 。 下 面 我 们 将 讨论 
树 的 基本 特性 、 算 法 及 其 应 用 。 

定义 3.1 一 个 连通 且 不 含 回 路 的 无 向 图 称 为 无 向 树 ， 简 称 树 。 

图 3.1 中 的 〈a)，(b)，(c)，(G) 都 表示 无 向 树 。 
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图 3.1 


常用 符号 T(%，m) 表示 一 棵 树 ， 其 中 # 表 未 树 的 结 点 数 ，%m 表 示 树 的 边 数 (树枝 
数 )。 次 数 为 工 的 结 点 称 为 树 的 树叶 ， 次 数 大 于 1 的 结 点 称 为 树 的 分 枝 点 ， 边 称 为 树枝 。 
只 有 -个 结 点 的 树 称 为 平凡 树 ， 它 的 次 数 为 0 《无 树枝 )， 如 图 中 的 《da》 就 是 -- 柑 平凡 
树 。 

定理 3.1 具有 % 个 结 点 条 边 的 无 向 图 荆 是 桂 ， 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 。 

1) 了 T 无 回路 旦 w= 一 1 (3.1) 

2) 了 连通 且 m= 二 nx 一 1 

3 ) 任意 两 结 点 之 间 必 然 存在 且 权 存在 一 条 基本 路 答 。(% 之 2 时 》 

4) 无 回路 ， 如 在 任意 两 结 点 之 间 旗 上 一 条 边 ， 得 刘 一 个 且 反 一 全 基本 回路 ， (3> 2 
时 》 

5 ) 岁 连通 ， 但 去 掉 任 一 条 过 到 将 不 连通 。(2z 2 时 》 

证 ，1 必要 性 ， 设 了 是 入 ， 根 据 定义 全 无 回路 。 现 对 结 点 进行 归纳 证 明 ?=% 一 1。 
当 于 = 工时 ， 玉 一 0， 公 式 成 立 。 设 * 一 有 时 公 直 成立， 即 w= 一 1， 现 考察 w= 二 +1 时 的 
情况 ， 即 增加 了 一 个 结 点 。 设 为 ， 下 面 证 明 结 点” 一定 与 原来 不 个 结 点 中 的 一 个 结 点 连 
接 ， 也 只 与 # 个 结 点 中 的 一 个 结 虑 连接 。 因 为 ， 如 果 v 不 与 个 结 虚 中 的 任 一 结 点 连接 ， 
则 ”是 孤 虚 ， 与 树 是 连通 的 定义 不 符 。 如 果 ”与 去 个 结 点 中 连接 的 点 不 止 一 个 ， 不 妨 设 两 
个 点 与 呈 都 与 连接 ， 即 与 9 关联 的 边 有 两 条 (op) 及 (oo)， 因 为 m% 与 呈 是 原 米 
名 个 点 中 的 任意 两 个 点 ， 它 们 原来 是 巡 道 的 ， 这 样 与 将 通过 与 9 关 联 的 这 两 条 边 形 
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开 回 路 ， 与 树 无 回路 矛盾 ， 因 此 ， 增 加 一 个 点 一 定 增加 也 只 能 增加 一 条 边 ， 均 此 时 边 数 为 
(一 1)+1 二 (二 1) 一 1 一， 公式 1% 一 8 一 1 亦 成 立 。 
充分 性 ， 设 条 件 《1) 上 成立， 只 要 证 明 图 连 道 ， 根 据 定义 即 得 了 是 一 棵 树 。 采 用 反 证 
法 ， 设 图 不 连通 而 是 分 成 了 万 个 连通 分 图 T，T,，…，Ti， 每 一 分 图 的 结 虚数 和 边 数 用 
大 二 
坟 和 Yi 表示 《14 和 有), 则 w= 了) oo， = mi， 因 每 一 个 分 图 都 是 连通 的 而 且 无 加 


i=1 并 


和 不 
路 ， 所 以 每 个 分 图 都 是 一 棵 树 ， 上 面 已 证 明 应 有 z=w: 一 1， 硕 加 = Wi 一 也 (we 一 1) 
“ iel 


jl 
一 % 一 久 如 果 > 2 则 1m 二 4 一 <% 一 1， 与 题 设 六 盾 ， 故 只 能 让 =1 才 与 题 设 相 符 , 所 以 
图 是 连通 的 ， 即 网 代 是 树 。 ， 

2 ) 必 权 性 ， 设 工 足 树 ， 则 连通 是 由 《1) 已 证 t=%--1， 歼 条 件 〈2》 成 立 。 

充分 性 ， 设 条 件 (2〉 成 立 ， 只 要 正明 图 无 回路 即 符合 树 的 定义 。 现 对 “用 归纳 证 明 ， 
当 % 二 1 或 2 时 ， 最 然 图 无 回路 ， 命 题 成 立 。 设 % 一 站 时 图 无 加 路 ， 这 时 按 药 数 目 为 人 二 
一 1， 境 考察 mn 一 k++1 时 的 情况 ， 妈 增加 了 一 个 结 点 ， 设 为 cs， 此 上 肝 边 的 数 日 为 % 二 8 即 
比 zz 多 了 -条 边 ， 这 条 边 的 一 个 端点 必然 是 v, (否则 ”无 关联 边 成 为 拍 点 ,与 网 是 连通 的 
相 了 矛盾 ) 另 一 个 端点 是 原来 产 个 结 点 中 的 某 一 结 点 ， 由 于 原来 丰 个 点 是 无 回路 的 ， 现 在 瞄 
吉 的 这 条 边 也 不 可 能 通过 结 点 "构成 回路 ， 即 ?=&+ 1 时 赂 也 无 回路， 按 定义 图 了 是 
树 。 

3 ) 必要 性 设 了 是 树 ， 则 图 是 连通 的 ， 尾 意 两 点 之 间 必 存在 通路 ， 如 果 这 条 通路 不 
是 基本 路 径 ， 则 通路 中 至 少 有 ~- 个 结 点 的 出 现 超过 一 次 ， 因 而 必然 食 有 则 路 。 如 果 任 总 遇 
点 之 间 不 止 一 条 基本 路 径 ， 也 会 形成 回路 ， 都 与 桂 的 定义 相 了 矛盾 ， 所 以 任意 两 点 之 间 一 定 
有 一 条 也 只 能 有 一 条 基本 路 径 ， 帮 条件“ 3 ) 成 立 。 

充分 性 ， 设 条 件 〈3) 成 立 ， 则 图 是 连通 的 ， 只 要 还 明 图 无 回路 即 符合 树 药 定义 ， 这 
是 显然 的 ， 否 则 至 少 丰 在 两 个 点 它们 之 间 不 下 一 条 基本 路 径 ， 与 前 提 了 矛盾 。 

4 ) 必要 性 设 工 是 树 ， 故 了 无 回路 ， 由 《3 ) 已 证 任意 两 点 ww 与 世 之 间 有 匡 只 有 一 
条 基本 路 径 ， 改 梁 上 一 条 边 〈w，uw)， 只 能 得 到 唯一 的 一 条 基 本 十 路 ， 故 条 件 〈47》 成 
立 。 

充分 性 ， 设 条 件 〈4 》 成 立 ， 因 而 图 无 同 路 , 只 要 证 明 图 是 连通 的 ,好 符合 硅 的 定义 ， 
用 反 证 法， 如 果 任 意 两 虑 之 间 不 是 连通 的 ， 则 在 这 两 点 之 问 葵 上 一 条 边 就 不 可 能 得 到 一 个 
回路 。 所 以 图 必然 是 连通 的 ， 即 图 全 是 树 。 

5 ) 必要 性 ， 设 图 是 符 ， 则 图 是 连通 的 ， 如 果 去 掉 任 一 条 边 《vi, w)》 图 仍 连通 ， 说 
明 与 之 间 还 存在 另 一 条 通路 ， 这 条 通路 与 边 〈w，2%)》 形成 回路 ， 与 树 的 定义 矛盾 。 

充分 性 ， 设 条 件 〈5) 成 立 ， 则 图 是 连通 的 ， 如 果 去 掉 任 意 一 条 边 图 将 不 连 图 ， 说 明 
图 无 同 路 ， 所 以 图 了 是 树 。 I 

土 面 证 明了 无 向 树 的 定义 与 定理 中 的 任 一 个 条 件 都 是 等 价 的 ， 从 而 也 说 明了 定理 中 的 
任意 两 个 条 件 都 是 彼此 等 价 的 。 所 以 可 以 把 其 中 的 任 一 条 作为 无 向 树 的 定义 ， 而 将 其 余 作 
为 无 向 树 的 基本 性 质 。 这 些 性 质 对 于 我 们 分 析 研 究 无 向 树 是 非常 重要 的 。 

在 上 一 章 $2.2 中 ， 我 们 介绍 了 割 点 与 制 边 的 概念 ， 吏 在 把 它们 与 树 的 性 质 联系 起 来 、 
得 到 如 下 两 条 定理 。 


定理 3.2 ” 当 且 仅 当 连通 无 向 图 的 每 一 条 边 均 为 割 边 时 ， 该 图 才 是 一 棵 树 。 

证 ， 必 要 性 ， 设 图 是 一 棵 树 ，。 是 G 的 任 一 条 边 ， 因 为 树 不 含 回 路 ， 所 以 。 不 在 回 
路 中 ， 由 定理 2.10 知 ，。 是 割 边 。 

充分 性 ， 设 的 任 一 条 边 均 为 割 边 ， 则 去 掉 任 一 条 边 图 将 不 连通 ， 由 定理 3.1(5) 知 ， 
图 是 树 。 有 

定理 3.3 无 向 树 全 的 所 有 分 配点 均 为 制 点 。 

证 ， 设 "是 了 的 任 一 分 枝 点 ， 则 2&eg( 轨 >1, 所 以 存在 与 ”邻接 的 不 同 的 结 点 # 与 刀 ， 
因此 wwvw 是 中 到 名 的 唯一 一 条 通路 ， 若 在 全 中 去 掉 0 及 其 关联 边 后 ,4# 与 思 将 不 通 ， 
按 定义 2.20，? 是 割 点 。 1 

定理 3.4 任何 一 覃 有 其 个 以 上 结 点 的 树 至 少 有 两 片 树叶 。 

证 ， 已 知 刀 一 4 一 1， 又 deg(w) 一 2 一 24 一 2， 因 树 是 连通 的 ， 没 有 次 数 为 0 的 


i=1 


结 点 〈 孤 点 )， 如 果树 没有 一 片 树叶 《 即 任 一 结 点 的 次 数 都 大 于 等 子 2)， 则 > ，zeg(oe 交 


r=1 


2 与 如 deglw) 一 2% 一 2 巴 屠 ， 如 果树 只 有 一 片 树叶 ， 则 了 deg (3) 宕 2 (% 一 1) +1 二 


t=1 +=1 


2# 一 1， 仍 与 上 式 矛 盾 ， 故 至 少 有 两 片 树叶 。 ' 

定义 3,2 由 不 相连 的 树 组 成 的 图 称 为 森林 。 

设 己 是 棵 不 相连 的 树 组 成 的 铁 林 ，4 和 光 分 别 是 已 的 结 点 总 数 和 边 的 总 数 ， 刘 下 式 
成 立 


Mm=N—y (3.2) 


83.2 生 成 树 


定义 3,3 若 无 向 图 G 的 生 减 子 图 了 是 一 柠 树 ， 则 称 卫 为 图 的 生成 树 。 
出 定义 可 知 ， 一 个 连通 无 向 图 可 以 有 不 止 一 棵 生成 树 。 如 图 3.2 中 (b)，(c)，(d)， 
〈e) 等 都 是 图 《a) 的 生成 树 。 


凡 在 图 G 中 而 不 在 生成 树 了 中 的 边 ， 称 为 对 应 于 树 工 的 纺 ， 所 有 芍 的 集合 称 为 树 7 的 
补 。 例 如 图 3.2《 c ) 的 一 棵 生成 至 ，z3，ee，e1，es，6s 是 它 的 树枝 ，e1，ez，e4，6s 是 它 的 
骇 ， 树 的 补 是 101，e:，U4，os}。 总 的 数目 称 为 图 G 的 天 数 ， 记 作 以 (G)， 树 梳 的 数目 称 
为 图 的 秩 ， 记 作 RC(G)。 如 果 GG 有 % 个 结 虚 % 条 边 ， 则 RCG)=% 一 1，N(G) 二 4 一 4 十 1。 
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定理 3.5， 一 个 连通 图 至 少 有 一 棵 生成 树 。 

证 ， 如 果 连 通 图 G 无 回路 ， 则 G 本 身 就 是 一 标 生 成 树 。 如 果 G 有 了 回路， 去掉 间 路 的 任 
一 条 边 得 到 生成 子 图 G1， 显然 C, 仍然 是 连通 的 ， 如 果 G, 不 含 回路 ， 则 G1 就 是 G 的 生成 
树 ， 和 否则 又 可 去 掉 回 路 的 任 一 条 边 得 到 另 一 个 生成 子 图 ， 只 要 生成 子 图 还 有 回路 ， 就 去 掉 
可 路 的 一 条 边 ， 由 于 本 的 有 限 性 ， 最 后 一 定 得 到 不 含 回 路 的 生成 子 图 了 ， 由 于 每 次 去 掉 回 
路 的 一 条 边 ， 并 不 破坏 图 的 连通 性 ， 所 以 了 是 G 的 生成 树 。 和 

定理 的 证 明 也 为 我 们 提供 了 一 种 构造 生成 树 的 方法 ， 即 每 次 去 掉 回 路 的 任 一 条 边 ， 直 
到 不 再 含有 回路 为 止 。 这 种 方法 称 为 破 圈 法 。 图 3.3 说 明了 它 的 构造 步 蚊 。 


人 人 人 人 


图 3.3 


与 破 园 法 相对 应 ， 还 可 采取 一 种 称 为 避 圈 法 的 方法 构造 生成 鸯 ， 这 种 方法 是 : 在 G 中 
任 找 一 条 边 a/， 然 后 找 一 条 不 与 o 形成 回路 的 边 “， 再 找 一 条 不 与 边 集 仓 {z，2} 形成 回 
路 的 边 “e， 如 此 继续 下 去 ， 使 找 的 边 都 不 与 已 找到 的 边 集合 形成 回路 ， 直 到 过 程 不 能 进行 
下 去 为 止 ， 则 所 有 找到 的 边 集合 {01,，5s，*…，ew} 爸 成 的 图 就 是 G 的 一 襟 生成 树 。 图 3.4 说 


明了 它 的 步 又 。 
~ -1 -小 
6 T 


图 3.4 


上 述 两 种 方法 有 一 共同 之 处 ， 就 是 每 进行 一 步 都 要 判定 构造 的 图 是 否 含有 回路 ， 所 以 
这 两 种 算法 的 计算 量 主要 在 回路 的 判定 上 。 事 实 上 ， 上 一 章 我 们 讲 图 的 遍历 了 时， 无论 是 深 
度 优先 搜索 法 还 是 广度 优先 搜索 法 ， 它 们 的 输出 都 是 图 的 生成 树 ， 所 以 都 是 构造 图 的 生成 
椭 的 算法 ， 认 且 是 比较 好 的 两 种 算法 。 

定义 3.4 设 了 是 图 G 的 一 棵 生成 择 ， 由 了 的 树枝 和 一 条 藤 构成 的 
条 弦 的 基本 回路 ， 基 本 向 路 的 集合 ， 称 为 基本 回路 集 。 

如 图 3.2(c) 是 《a) 的 一 株 生 成 树 ， 则 

对 应 子 闭 2 的 基本 回路 是 C(e) 一 {e，ss， 4 

对 应 于 弦 & 的 基本 回路 是 Cle) = {er， er 叶 

对 应 于 纺 as 的 基本 回路 是 Cles) = {6s，es， cy es 

对 应 于 弦 es 的 基本 回路 是 Cles)= {6s，ee sj。 

树 工 的 基本 回路 集 是 C ={Cle),，Cles),，Cles)，Cles)}。 


回 
加 


回 


加 


加 


路 称 为 对 应 于 这 
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由 于 图 的 生成 树 不 是 唯一 的 ， 不 同 的 生成 树 得 到 的 基本 问 路 也 将 不 同 ， 但 基本 峡 路 的 
数 日 是 相同 的 ， 就 是 图 的 半数 即 纺 的 数目 。 
定理 3.6 设 G 是 一 连 道 无 向 图 ， 则 
1) G 的 任 一 回路 至 少 含 一 条 基本 回路 的 弦 。 
2 ) 所 有 基本 回路 的 环 和 不 为 空 集 ， 即 
人 CiF¥8, R=N(G)=m—nt] 
3 ) G 的 任 一 回路 均 可 写成 是 车 十 个 基本 回路 的 环 和 。 
证 1) 如果 有 一 回路 不 含 任何 基本 回路 的 统 ， 即 回路 中 的 边 全 是 树枝 ， 它 们 一 定 包 
含 在 生成 树 中 ， 但 生成 树 是 没有 回路 的 ， 所 以 回路 中 至 少 有 一 条 过 不 是 树枝 而 是 弦 。 
2 ) 因为 每 一 基本 回路 只 有 一 条 疲 ， 不 同 的 基本 亲 路 含有 不 同 的 蕊 ， 根 据 环 和 的 性 
质 ， 所 有 基本 辣 路 的 环 利 不 可 能 是 空 集 。 
3) 设 T 是 6G 的 一 梨 生 成 树 ， 是 6G 的 任 一 间 路 ， 不 类 - - 般 性 ，B 包 含 思 的 集合 写成 
B= {6;, eisy oy Bi Gilt om Oim} 
其 中 sa 是 烧 大 一 1，2，…， 力 ，str 是 树枝 《一 9+1，…， 玉 )， 则 含有 上 和 面 这 些 习 的 基 
本 回路 可 写成 Ci，Cp，…; Ci 
设 B=CnBCnBmDCss 
因此 B' 只 含蓄 ei，ez:，*…，ei;， 不 再 含 其 他 的 强 ， 而 吕 也 具 含 这 此 臣 ， 所 以 B 忽 B' 将 不 
再 含有 荡 而 只 含有 树枝 ， 但 是 我 们 知道 回路 的 环 和 仍 是 回路 或 是 回路 的 边 不 重 并 集 ， 因 此 
只 含 树枝 而 不 含蓄 是 不 可 能 移 ， 这 丙种 情况 都 要 满足 ， 只 能 有 BBPBB’ 一 少 成 立 ， 即 吾 一 吾 / 
一 Cn 四 Co 四 … 中 Cr - 时 
2 所 以 任 - 国 路 B 均 可 写成 车 干 基本 四 
小 的 环 和 ， 而 且 可 以 看 出 它们 都 是 回路 所 
er es 含 的 弦 所 构成 的 基本 回路 。 

ol 倒 3.1 绑 3.5 中 荆 是 6G 的 一 课 生 成 
树 ， 在 6G 中 任 找 一 回路 B={e1，t2，e4， 
Be} ， 其 中 m，es 为 树枝 ，et+，e2 为 号 ， 对 
应 es 的 基本 回 路 C,= {e，e。，ssj， 对 应 

图 3 0 的 基本 回路 Ce= {es，es， sj， 故 
B=CBC:={e, 6 es} DPD{es, es, Ge}={01, ez, 01, 0e} 

下 面 讨论 带 权 图 的 生成 树 

定义 3.5 设 6 是 一 个 边 带 正 数 权 的 过 权 无 向 图 ， 则 称 G 的 生成 树 为 带 权 生成 树 ， 并 
以 树枝 所 带 权 之 和 为 生成 树 站 的 权 ， 记 作 C(T)。 

图 3.6(a) 为 一 边 权 无 向 图 ，《b)，{(c) 表 示 它 的 两 棵 带 权 牛 成 树 ， 其 中 C(T,)=92， 
CI) 一 82。 

可 见 ， 生 成 树 不 间 ， 树 的 权 也 不 一 样 ， 其 中 一 定 存在 权 最 大 的 生成 树 和 权 最 小 的 生成 
树 ， 它 们 是 所 有 带 权 生 成 树 中 具有 重要 意义 的 生成 树 ， 下 面 我 们 着 重 讨论 它们 的 求法 ， 为 
此 先 给 出 定义 如 下 。 

定义 3.6 在 展 权 图 G 的 所 有 生成 桂 中 ， 树 权 最 小 的 生成 材 称 为 图 G 的 最 小 生成 树 。 
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树 权 最 大 的 生成 树 称 为 图 G 的 最 大 生成 树 。 

理论 上 者 ， 可 以 采用 穷 举 潜 求 一 个 带 权 图 的 最 小 《大 和牛 成 树 ， 册 把 图 的 所 有 生成 树 
都 求 遇 来， 然后 从 中 选取 权 最 小 《大 》 的 ， 即 是 最 小 《大 ) 生成 树 。 实 际 上 ， 当 图 的 结 点 
较 多 时 ， 这 种 方 站 是 行 不 通 的 。 根 据 凯 菜 定理 〈 证 明 从 略 )，--- 个 # 阶 完全 凡生 成 树 的 数 
目 是 %” 习 个 ， 邮 便 % 二 30，30” 也 是 一 个 40 位 的 数 ， 它 是 一 个 天 文 数字 ， 就 是 使 用 当代 最 
快速 的 计算 机 ， 也 不 是 几 代 人 所 能 够 完成 的 。 因 此 寻求 简便 而 有 效 的 算法 ， 就 是 -- 项 非常 
有 意义 的 工作 。 下 面 以 求 最 小 生成 树 ， 介 绍 两 种 算法 ， 它 们 存 实 际 中 都 得 到 广泛 的 应 用 。 

最 小 生成 树 筑 靶 一 〈Kruskal 算 法 )》， 

算 鞭 说 明 ， 输 入 无 向 图 G= CY，E) 及 EE 中 各 边 的 权 ， 输 出 为 最 小 生成 树 To 及 它 的 
权 CCTo)。 算 法 使 用 了 ~… 个 一 维 数组 To， 它 的 初始 状态 为 空 ， 算 法 结束 时 To 中 包含 最 小 
生成 树 的 所 有 边 。 同 理 C(7。) 初 始 为 空 ， 结 束 时 即 袁 示 最 小 生成 树 的 权 。FS 是 一 个 不 相 
交 的 结 点 集合 ， 初 始 状 态 叶 ，7S= {{oj，{zj，…，{ao}}， 算 站 的 主要 步 区 是 每 次 从 边 
集 吾 中选 出 一 条 本 经 处 理 的 有 最 小 权 的 边 《x， 功 进行 分 析 ， 如 果 # 和 % 同 属于 VS 的 一 
个 元 素 集 ， 则 将 〈w，?2) 删 去 ， 如 果 %，? 分 属于 TS 的 两 个 元 素 集 ， 则 将 边 (w，v》 加 
到 Te 中， 并 将 这 两 个 元 于 集合 并 为 一 个 元 素 集 ,然后 再 从 巨 中 另 选 权 最 小 的 边 进行 处 理 ， 
直到 找 出 一 和 杯 最 小 生成 册 为 止 。 

算法 步骤 

1) Tc 一 gs，C(To)e 一 0，FSe4， 将 互 中 的 边 按 权 从 小 到 大 排 成 序列 O 

2》 对 所 有 swEV，VS~{v}，( 这 一 步 进行 完毕 后 ,VS 二 {fw}，{ww}，……，{v0a}}。) 

3) 如 IVS|=1， 输 出 了 6。，C(To)， 停 机 。 否 则 进行 下 一 步 。 

4) 从 8 中 取出 权 最 小 的 边 《sw，)， 并 从 日 中 删除 《44,2)。 

5) 如 9%w，? 在 FS 的 元 素 集 ，V; 中 且 TV=V， 则 转 《4)， 和 否则 进行 下 一 步 。 

6) ToeToU{f( wD} PopIUV, CATHOC(T)+C(y, t), 转 (3) 

算法 正确 性 的 证 明 ， 

按照 算 靶 得 到 的 图 记 为 了， 由 算法 步 又 可 知 ，Te 有 (2# 一 1D) 条 边 且 无 回路， 根据 定 
理 3.1，T。 是 G 的 一 棵 生成 桂 ， 下 面 证 明 它 是 最 小 生成 树 。 用 反 证 靶 ， 假 设 To 不 是 最 小 
全 成 树 而 了 是 最 小 生成 树 ， 旭 有 如 下 两 种 可 能 ， 

《1) 7 与 有 公共 边 @1， 61，(0<i% 一 1)， 

如 一 4 一 1， 则 To= 了 了， 命 是 得 证 。 
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如 < 一 1， 则 有 erasE7o 但 esiK7T， 将 el 加 到 人 中， 必然 形 成 回路 吾 ， 而 吾 中 
至 少 有 一 条 边 不 在 To 中 《否则 了 T。 含 回路 B， 与 To 是 树 了 矛盾)， 设 这 条 边 为  ， 将 1- ,加 
到 工 后 并 去 掉 。' 将 得 到 一 棵 新 的 生成 树 T ， 即 

T=(T-—{e DD Uf{er} 
则 了 T' 的 权 为 CT Y=CT)— Ce ) + Ole) 

已 假设 了 是 最 小 生成 覆 ， 故 CCT') 之 C(T)， 即 Clesr1) 宕 Cle)。 已 知 @1， 02 si 
git1ETo， 而 81，21，*…，61，6/ E77， 说明 6a1，6:，"…，6i 与 6' 不 会 形成 回路 ,如 果 C lei+:) 
>Cler )， 则 在 构造 Te 的 步 咯 中 ， 选 取 oi 之后， 将 选取 e' 而 不 会 选取 esr1， 改 只 能 有 
Clen1)=Cle’)， 即 C(T')=C(T)， 大 T' 也 是 最 小 生成 树 ， 但 7 与 To 的 公共 边 比 了 与 
Te 的 公共 边 多 了 一 条 eir1，( 即 有 +1 条 公共 边 )， 如 果 #+1=% 一 1， 则 To=T'， 所 以 
To 是 最 小 生成 树 ， 否 则 用 了 代替 了 再 与 7 重复 上 述 过程 ， 直 到 两 者 的 边 完全 相同 为 止 ， 
因而 To 是 最 小 生成 树 。 

(2) To 与 无 公共 边 。 可 将 To 的 第 一 条 边 e 取代 了 的 边 e 得 到 一 棵 新 的 生 成 树 
T'， 前 面 已 证 明 7 是 最 小 生成 树 ， 且 与 Te 有 了 一 条 公共 边 ， 间 题 回 到 〈1)， 即 可 按 (1) 
得 证 。 
根据 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ， 当 图 的 基 些 边 具有 相同 的 权时 ， 最 小 生成 树 不 是 唯一 的 ， 


回 


但 它们 的 权 相 同 而 且 是 最 小 的 。 
例 3.2 用 Kruskal 算 法 求 图 3.6(a) 的 最 小 生成 树 。 
解 ， 将 图 的 边 按 权 从 小 到 大 排列 如 下 ，(a,b)，(cy， e)，(aye)，(Pb,c)，(dg)，(ay 
C)，(d,f)，(f,g)，(c,d)，(a,g)，《e,g)，(d,e)， 计 算 步 骂 列 表 如 下 。 
雪 网 出 边 。 | Ce) | 如 人 | Vs | 了 CtTo) 
1 | Gab 4 | 加 大 了 中 | tasBy se {dsteys tf 8)) (ab) 4 
2 | 0 5 | 同上 | (feb,lere} td} PE | {asb) tes)} 9 
3 | Ce) 7 | 上 | fasbycses}s td} fy (By? | {CasB), esc) Gase)} | 16 
4 (Be) 9 | 末了 只 | 同上 同上 ;同上 
5 | ag) | 12 | 加 人 了 中 | {fabereys td, 8 tf)} {a6) see) ase), (ds 8)} | 28 
6 | (ee) 15 | 出 哈 | 同 上 同上 1 同上 
7 | tap 16 | 强人 了 由 | farbycrey ta 用》 人 er 的 (ee a td Dd | dt 
8 (f58) 20 | 删 ” 除 | 同 上 同上 问 上 
9 | (ee 25 | 加 AT | 全 erBserdscr 天 8 {CasB)yese) ase), (dg (df (esd)}) 69 


志 中 第 9 步 以 后 IVS1=1， 计 算 停止 ， 输 出 To 及 CC(To)，To 的 图 形 如 图 3.7 所 示 。 

最 小 生成 树 算法 二 《Prim 算法 )。 

算 基 说明， 先 指 定 任意 一 点 为 初始 访问 点 ， 记 作 w， 将 
ww 加 到 通过 点 集合 V' 中 ， 然 后 找 出 跨 接 在 通过 点 集合 V' 与 
未 通过 点 集合 了 一 7 之 闻 权 最 小 的 边 。 作为 通过 边 加 到 最 
小 生成 树 To 的 边 集中 去 ， 并 将 在 V 一 V' 中 的 端点 转 到 VV 
中 。 重 复 上 述 过 程 直 到 V' =V 为 止 ， 最 后 得 到 的 了 。 即 是 景 
小 生成 树 的 边 集 。 


1 )》 7 一 上 CT 全 0，J et{yo} 


2 ) 对 每 一 点 VE (V 一 WV )， Lv)eClv,vo) 【如 (0,00) FE, 则 Co 一 cc] 


3 ) 如 J' ==V， 输 出 To，CCTo)， 售 机。 否则 进行 下 一 步 。 


4) 在 一 VY 中 找 一 点 使 
Liw}=min{L() jwE (一 了 


并 记 在 手中 与 # 邻接 的 点 为 四，2 一 (2 的 
5) TorToU{e}, CITY)HCTY) +C(e)，F 7 Jr 


6 ) 对 所 有 ar 一方， 如 Co 去 工 ( 轨 则 工 ( 轨 二 Ce)， 否 则 工作 ) 不 变 。 


7) 转 (3)。 


算法 正确 性 的 证 明 ， 

因为 算法 步 又 是 不 断 好 从 广 与 《7 一 六 ) 之 间 找 权 最 小 
的 也 e 加 到 To 中 ， 现 用 反 证 蕉 ， 设 在 V' 与 《VY 一 VV》 之 阅 
权 景 小 的 边 2 = 二 《vi，w;) 不 在 To 中 ,如 图 3.8 所 示 ， 则 将 4 
项 到 ,中 必 有 形成 一 回路 ， 这 个 
的 另 一 条 边 ， 设 为 2 ， 则 将 。 代替 e 得 到 一 棵 新 的 生成 树 . 
7”， 它 的 权 将 比 To 的 权 更 小 ， 与 题 巴 盾 。 因 此 跨 丰 WV' 与 


路 必然 存在 从 柱 到 下 一 广 


人 V 一 VY》 之 间 的 最 小 边 必 是 To。 上 的 边 。 


例 3.3 用 Prim 算法 求 图 3.6(a) 的 最 小 生成 树 ， 计 算 


步骤 列 帮 如 下 。 


了 


{a) 

人 下 

Te》 
tasbrere) 
{ab esd} 
{us Byesesdsg) 


四 
《as 有 

{eBay 

{asB) Case) (er) 
{B,Case), (ese), Cesd)} 


{tasb) ae), esc) Cesd), (ds) 
{qbye se dy gf {2s bs (are)s ere) (esd) (ds8)s (aA) 


可 见 计算 结果 与 用 Kruskal 算法 相同 ， 输 出 景 小 生成 树 亦 如 图 3.7。 


Kruskal 算法 时 间 


复杂 性 以 O(mlogw) 为 界 ， 当 边 数 较 多 或 是 一 个 完全 图 时 ，ms 


《一 1)2， 则 时 间 复 厅 性 近似 于 Cuzlog:%) ， 而 Prim 算 革 的 时 间 复 淋 性 为 Ox)。 所 以 知 
果 图 的 连通 度 较 高 〈 最 高 为 完全 图 ) ， 以 Prim 算 法 较 好 ,如果 图 的 连通 度 较 低 , 当 m 二 O(n) 
时 ， 则 Kruskal 算法 可 能 更 合适 些 。 

最 小 生成 树 的 理论 和 计算 ， 在 很 多 工程 或 技术 领域 中 得 到 应 用 。 例 如 上 时 在 若干 城市 之 

间架 设 通 信 线 路 、 输 电线 路 ， 铺 设 公路 、 铁 路 或 各 种 管道 ， 要 求 总 的 线路 长 度 最 短 ， 战 材 


料 最 省 、 成 本 最 低 等 ， 这 类 问题 归纳 起 来 都 是 求 最 小 生成 树 的 问题 。 又 如 在 印刷 电路 板 上 
布线 ， 不 允许 线路 在 非 节点 上 相交 ， 如 何 绘制 连接 线路 才能 使 总 的 线路 最 短 ， 也 是 一个 和 


景 小 生成 树 的 问题 。 


然而 ， 如 果 图 的 边 权 代 表 的 是 利润 或 效益 ， 就 会 成 为 求 最 大 生成 树 的 问题 。 从 上 让 两 


种 算法 可 以 看 出 ， 只 楼 边 权 的 选择 改 为 从 大 到 小 ， 求 最 小 生成 和 禁 的 算法 ， 就 可 以 用 来 求 最 
大 生成 树 了 。 


8$3.3 有 向 树 


有 癌 树 有 内 向 树 和 外 向 岩 之 分 ， 外 加 树 应 用 最 广 ， 下 面 仅 这 论 外 剖 树 。 

定义 3.7 - -个 有 向 隐 ， 如 果 只 有 一 个 结 点 的 引入 次 数 为 零 ， 其 祭 结 点 的 引入 次 数 均 
为 1， 则 称 为 外 向 硅 〈 根 树 ) 。 

在 不 讨论 内 向 笃 时 ， 当 把 外 向 树 称 为 有 向 树 而 不 加 区 别 。 


wo 图 3.9 表示 一 棵 疝 树 。 其 中 引入 次 数 为 霍 的 结 点 称 为 

树 的 树 根 ， 引 时 次 数 为 零 的 结 点 称 为 树叶， 引出 次 数 不 为 零 

v1 7 3 的 点 称 为 分 枝 点 。 如 图 wm 是 树 根 ，wy egg，or，2，z，26 是 
树叶，m，2， 四 ， 太 ，25 是 分 枝 点 。 

人 人 个、 7 通常 ， 有 间 树 的 画 闪 与 生活 中 对 树 的 画 靶 恰 好 相反 ， 即 

. 树 根 画 在 最 上 层 而 树叶 画 在 最 下 层 ， 因 而 边 的 方向 都 是 从 上 


向 下 的 ， 在 不 致 引起 混淆 时 可 以 将 边 的 箭头 略 去 。 

定义 3.8 在 有 向 树 中 , 从 树 很 到 其 一 结 点 的 通路 中 边 的 
数 日 称 为 该 点 的 长 度 (层次 )， 树 对 的 通路 长 度 称 为 外 部 通路 长 度 ， 分 枝 点 的 通路 长 度 称 为 
内 部 通路 长 底 。 结 点 通路 长 度 最 大 的 值 ， 称 为 峙 的 高 度 。 

如 图 3.9， 册 恨 m 的 层次 为 0 ，zr，zm， 由 的 层次 为 1 ，m，m，u， 机 的 层次 为 2?， 
加 ，vs，10 的 层次 为 3 。 层 次 相同 的 结 点 都 应 画 在 同一 水 平 上 。 

可 以 用 - 棵 有 向 笃 表示 家 族 关系 ， 称 为 家 族 树 ， 各 结 点 之 闻 的 关系 规定 如 下 : 

C1) 从 结 点 呈 经 过 一 条 边 到 迷 的 结 点 ， 称 为 的 儿子， 内 是 他 们 的 父亲 。 

(2) 从 结 点 出 发 能 到 达 的 每 一 结 点 ， 称 为 2; 的 后 代 ，vi 是 他 们 的 诅 先 。 

《3) yw 的 所 有 儿子 ， 他 们 互 称 为 兄弟 。 

如 图 3.9， 笃 很 m 是 所 有 点 的 祖先 ， 思 则 是 w，we，m，wme 的 祖先 ， ws 是 的 儿子 ， 
也 是 加 ，wp，v10 的 父亲 。w，m，?yu 是 兄弟 。 以 后 我 们 讨论 有 向 树 财 ， 常 常 引 用 家 族 树 的 
这 些 称呼 。 

定义 3.9 如 果 对 有 向 竺 的 从 一 绪 点 ， 都 按 次 序 给 以 编号 ， 则 称 这 样 的 树 为 有 序 树 。 

一 般 约 定 ， 在 同一 层 上 的 结 点 ， 从 左 身 右 排序 。 也 可 用 边 的 次 序 代替 点 的 次 序 。 

判定 两 澡 有 序 树 是 否 同 构 ， 不 仅 要 求 两 可 树 的 点 与 点 以 及 边 与 边 有 着 一 一 对 应 的 关 
系 ， 而且 它们 的 标号 次 序 也 必须 相间 。 

定义 3.10 设 " 是 有 向 树 工 =(P, 忆 ) 的 一 个 分 访 点 , 则 以 "为 报 的 子 树 是 了 的 一 个 子 
图 T'=(V'，E')， 其 中 VV 包含 结 点 及 它 的 所 有 后 代 ，E' 是 从 9 出 发 的 所 有 通路 的 边 。 

如 图 3.10( a) 是 有 和 阿 树 荆 ，(b ) 是 以 结 点 v1 为 根 的 子 树 Ti，( 5 ) 是 以 结 点 ze 为 根 的 
子 树 T，《 ad ) 是 以 tw 为 根 的 子 树 了 ;。 

定义 3.11 有 向 树 工 的 以 结 点 2? 的 一 个 儿子 为 根 的 子 树 ， 称 为 结 忌 的 子 树 。 

如 图 3.10(a ) 的 有 向 树 了 ， 结 点 vm 的 子 树 有 三 棵 ,如 图 3.11(3),(b), 《5) 所 
不 。 


图 3,9 
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图 3.10 图 3.31 
定义 3,12 在 有 疝 笃 工 中 ， 
1) 如 果 结 点 别 出 次 数 的 最 天 值 为 汉 ， 则 称 工 为 记 元 笃 。 
2 ) 如 果 除 笃 叶 外 每 一 结 点 的 引出 次 数 均 为 %， 则 称 了 为 完全 纪元 树 。 
3 ) 如 果树 叶 的 层次 均 相 同 ， 则 称 了 为 正则 树 。 


如 图 3.12，( a ) 是 三 元 树 ，(b ) 是 完全 三 元 树 ，( c ?是 正则 三 元 树 ，( 4 ) 是 完全 正则 
三 元 树 。 


‘a) thy Co {dy 


图 3.13 
定理 3.7 设 了 为 完全 %r 元 树 ， 它 的 树叶 数 为 1 ， 分 枝 点 数 为 ， 则 下 式 成 立 。 
R12 = 1 (3.3) 


证 ， 设 笃 的 结 点 数 为 4 ， 边 数 为 天 ， 则 有 天 三 到 一 1， 及 下 一 了 二 二。 因 蚌 完全 到 元 
笃 ， 除 树叶 外 ,每 一 结 点 都 引出 迷 条 边 ， 故 边 的 总 数 天 一 wif 一 4 一 1 一 8 一 1 故 (一 1)5 一 
让 一 1 目 
最 常用 的 类 元 树 是 二 元 树 ， 因 为 它 最 简单 ， 恒 于 分 析 ， 也 最 容易 用 计算 机 进行 处 理 ， 
所 以 二 元 笃 大 分 析 和 研究 多 元 树 的 基础 。 一 棵 吕 元 树 可 以 化 成 相应 的 二 元 树 ， 步 骤 旭 下 : 
(1) 对 每 一 结 点 只 保留 它 的 左 分 枝 ， 其 余 分 枝 都 去 掉 。 
《2 ) 在 同一 层次 上 ,原来 是 兄弟 的 结 点 ， 从 左 到 右 用 有 向 边 连接 起 来 。( 只 从 有 引 
人 边 的 结 点 连 间 无 引 人 边 的 结 点 。)》 . 
《3) 对 任 一 结 点 按 下 法 选 定 它 的 左 儿 子 和 右 儿 子 ， 即 在 结 点 下 面 的 结 点 是 它 的 左 儿 
子 ， 右 面 连接 的 结 点 是 它 的 右 儿 子 。 
C4) 将 结 点 的 儿子 画 在 下 面 一 层 ， 左 儿子 在 左 方 ， 右 儿子 在 右 方 ，( 即 将 图 画 成 规 
范 的 二 元 树 形 式 》 
例 3.4 图 3.13 表 示 将 一 探 4 元 树 化 为 相应 二 元 树 的 过 程 。( 6 ) 就 是 ( a ) 的 相应 二 元 
笠 。 
采用 类 似 方法 也 可 将 一 片 森 体 化 为 一 哥 二 元 树 。 图 3,14 表示 由 两 操 树 组 成 的 森 林 化 
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为 二 元 树 的 过 程 。 图 中 《 a ) 为 森林 ，(《d ) 为 相应 的 二 元 树 。 

画 成 规范 形式 的 二 元 树 时 ， 左 右上 儿子 位 置 要 分 清楚 。 也 可 以 将 一 襟 二 元 树 转化 回 相 应 
的 公元 树 ， 具体 步骤 请 读者 自己 归纳 。 

定理 3.8” 设 了 是 一 棵 完全 二 元 树 ， 了 为 内 部 通路 长 度 总 和 ， 瑟 为 外 部 通路 长 谋 总 
和 ， 为 分 枝 点 数 ， 则 下 式 成 立 

E=I+2¢ (3-.D) 

证 ， 对 分 枝 点 用 归纳 法 证 明 ， 当 j= 1 时 ， 这 时 树 有 两 片 树叶 和 一 个 分 枝 虚 ( 树 根 )， 
如 图 3.15(a)， 此 时 了 二 0， 玉 = 2 ， 等 式 (3.4) 成 立 。 当 s 一 2 时 ， 检 有 两 个 分 梳 点 
《其 中 一 个 为 树 根 ) 三 片 树 时 ， 如 图 (b )， 此 时 了 = 1， 肪 = 5 ， 等 式 (3.4) 亦 成 立 。 设 
# 二 太 时 等 式 成 立 ,此 时 外 部 通路 长 度 总 和 为 E', 内 部 通路 长 度 总 和 为 I, 套 有 E'=I'+2KK。 
设 一 六 + 工时 外 部 通路 长 度 总 和 为 互 ， 内 部 通路 长 度 总 和 为 了 。 取 树 中 儿子 为 树叶 的 任 


{a) {by 《5 


图 3.15 


一 分 枝 点 ww， 如 图 (c)， 设 几 的 路 径 长 度 为 石 ， 现 将 它 的 子 辈 去 掉 得 到 一 棵 新 的 二 元 树 
了 ， 与 原来 的 树 比 较 ， 少 了 一 个 长 度 为 励 的 分 枝 点 ， 少 了 两 片 长 麻 为 (五 二 1) 的 本 时， 多 
了 - - 片 长 度 为 无 的 树叶 ， 所 以 的 内 部 通路 长 度 总 和 为 《7 一 去 )， 外 部 通路 长 度 总 和 为 
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(FE 一 2(Z+1)+ 了 1), 但 TT 是 有 站 个 分 枝 点 的 二 元 树 ， 根 据 假设 前 提 ， 应 有 
E—2(T+D+l=(1—L)+2K 
故 =I+2( 玉 +1)， 公 式 成 立 下 


83.4 有 向 树 的 应 用 


树 特别 是 二 元 树 作为 一 种 数据 结构 ， 在 计算 机 科学 技术 中 的 应 用 是 很 广 的 ， 对 此 我 们 
将 在 下 两 节 予 以 讨论 ， 这 一 忆 主 要 介绍 其 他 方面 的 一 些 应 用 。 


一 、 最 优 树 

定义 3.13 一 棵 二 元 树 了 有 # 片 树叶 分 别 带 权 w;，w2s*…， tps 并 设 ww <t02< <p， 
则 称 此 二 元 树 为 带 权 二 元 树 。 

定义 3.14 在 带 权 二 元 树 中 ， 设 带 权 为 wi 的 树叶 vw: 的 通路 长 度 为 ZC:)，、 则 称 


WD) = DwL Cv;) (3.5) 


i=1 


为 该 带 权 二 元 树 的 权 。 

图 3.16 是 有 4 片 树叶 的 带 权 二 元 树 ， 树叶 所 带 的 权 分 别 为 12，5 ，6 ，7 ， 树 的 权 
为 WT)=12x1+5xX2+ 6 X83+7Xx 3 =61。 

给 定 二 元 树 各 片 树叶 的 权 zwr，zw，…，zxr， 我 们 可 以 构造 出 不 同 的 带 权 二 元 树 。 俩 如 
给 定 了 4 片 树 叶 分 别 带 权 5 ，6 ，7 ，12， 则 除了 可 以 构造 出 如 图 3.16 的 带 权 二 元 树 之 
外 ， 还 可 以 构造 出 其 他 形状 不 同 的 二 元 树 ， 如 图 3.17(a)，tb)，(c) 等 都 是 。 它 们 的 
树叶 数目 及 所 带 的 权 都 是 相同 的 ， 但 二 元 树 的 权 却 完全 不 同 ， 有 的 权 大 有 的 权 小 ， 因 此 可 
以 肯定 在 给 定 条 件 下 ， 一 定 存在 一 个 权 最 小 的 二 元 树 ， 称 为 最 优 树 ， 定 义 如 下 。 


5 i2 
人 5 
5 5 6 7 2 2 了 5 
Cn (by (0) 
6 
了 


图 3.16 图 3.17 


定义 3.15 在 所 有 带 权 w， ww，…，zw: 的 二 元 树 中 ， 环 (7) 最 小 的 二 元 树 称 为 最 优 
树 。 
1952 年 ，Huffman 给 出 了 最 优 树 的 算法 ， 在 介绍 这 一 算 英之 前 ， 我 们 先 来 分 析 最 优 树 
定理 3.9 设 了 为 树叶 带 权 mn<as<…<zoy 的 最 优 树 , 则 带 最 小 权 的 两 片 树叶 是 兄弟 
且 其 通路 长 度 最 长 。 
证 : 首先 证 明 带 最 小 权 w 的 树叶 的 通路 长 度 最 长 。 用 反 证 法 ， 设 带 最 小 权 wi 的 树叶 
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v1 的 通路 长 度 工 (v1) 不 是 最 长 的 ， 则 存在 比 w, 大 的 权 w; 的 树叶 w， 它 的 通路 长 度 工 (w) 
比 Lo) 长 ， 即 ww: 之 iw， 而 工 (0:) 之 L(y)， 如 图 3.18 所 去 。 此 时 二 元 树 的 权 可 写成 
WO)=w TL) tw Lv +O 
其 中 表示 除 记 和 ww 外 具 余 树 时 的 权 与 其 通路 长 度 乘积 之 和 。 
现在 将 w 与 WW 上 的 权 对 换 ， 其 余 树 时 的 位 罗 不 变 ， 于 是 得 到 一 棵 新 的 二 元 树 7 ， 它 
的 权 应 为 


~ WOTOY)=w IL) tw Lo) +O 

则 WOO-WI)= ww) LT) 0 

即 矿 C77)<IV(T)， 则 T 不 会 是 最 优 树 ， 就 是 说 只 要 通路 长 度 最 长 的 树叶 不 带 最 小 权 就 不 

可 能 是 最 优 树 ， 玖 最 优 树 中 通路 长 度 最 长 的 树叶 权 必 最 小 。 
其 次 证 明 权 最 小 的 两 片 硅 叶 必 巧 兄弟 。 先 证 带 最 小 权 mw 的 树叶 mm 必 和 有 有 一 片 树叶 作 为 

它 的 好 弟 ， 用 反 证 法 ， 设 wi 没有 兄弟 ， 各 图 3.19( 3 ), 可 以 看 出 图 (bb ) 的 权 比 (a ) 更 小 ， 


A .AX 


D1{ WI) 
Ca CD 


Di(Wwi) 


图 3.18 图 3.19 


因此 (a ) 不 会 是 最 优 树 。 又 设 wm 虽 有 兄弟 但 不 是 树叶 而 是 分 枝 点 , 如 图 3.19(b )， 则 wv 的 
通路 长 度 不 是 最 长 的 ， 因 而 不 可 能 是 最 优 树 ， 因 此 带 最 小 权 wi 的 树叶 v1 必 有 一 片 树叶 作 
为 它 的 兄弟 。 
其 次 证 明 作为 wm 的 兄弟 的 树叶 所 带 的 权 是 所 有 除 zi 外 最 小 的 ( 即 wa)， 这 与 最 小 权 的 
树叶 通路 长 度 最 长 的 证 明 相同 。 - 
因此 在 最 优 树 中 ， 两 片 带 最 小 权 的 树叶 是 兄弟 ， 且 通路 长 度 最 长 。 命 题 得 证 。 
定理 3.10 设 T 是 一 裸 党 权 zi<ros 委 … 扫 ar 的 最 优 树 ， 去 掉 带 最 小 权 w;，w: 的 两 片 
树叶 ， 使 它们 的 父亲 为 带 权 (wi +w:) 的 树叶， 得 到 一 裸 新 的 带 权 二 元 树 7 ， 则 7 也 是 最 
优 树 。 
证 根据 题 设 丽 出 与 的 示意 图 如 图 3.20( a ) 与 (b )， 在 网 Ca ) 中 ， 树 叶 *:， 吧 带 
最 小 权 ww,，ws, 它 们 的 父亲 为 点 2,v 的 通路 长 度 为 工 (?) ,去 掉 21,，v: 并 使 ? 带 权 (aa 十 ao 


1 No 
了 
no 
{Ww1+ way 

(Wi) oaCw2) 了 

了 《by 

《an 

图 3.30 


一 ea en 


即 得 图 (5 )， 因 此 可 写 出 它们 的 权 如 下 ， 
WT)= (+) (Lo) + 1)+0 
WTY)=(0 + ) Lu +0 

其 中 @ 表示 其 余 树叶 的 权 与 通路 长 度 乘积 之 和 。 

如 WT)=W(T’) + w+ 01) 
7 是 有 (z 一 ]) 片 树 时 分 别 带 权 (wv; 十 ws) ,ws，-…，wws 的 树 ， 如 果 它 不 是 最 优 树 ， 则 设 

带 这 1 一 1 个 权 的 最 优 树 为 人 ， 现 将 全 ' 中 带 权 (aor + wa) 的 那 片 树叶 作为 分 枝 点 ， 使 它 分 出 

的 两 片 树叶 分 别 带 权 w; 和 zz， 于 是 又 得 到 一 棵 有 二 片 树 时 分 别 带 权 ww ，zz，zow yz 的 

新 的 树 ， 届 为 全 ， 显 然 全 与 全 ' 的 权 有 如 下 关系 


WP) = 全 (全 上 ar 二 加 (2) 
由 (1) 一 (2) 得 
TOY-WF) WT ) WP) C83) 
央 了 是 最 优 树 ， 应 有 _ 
WY Ew), WW 0 C4) 


因 全 /是 最 优 树 ， 应 有 
WP)EWTD), WT ) WP) 0 (5) 
要 同时 满足 (3 )，( 4 ),( 5) 式 只 能 有 
Wy)=WTD) 及 WT) = (PD) 
即 了 "与 全 者 是 最 优 树 。 ] 

上 面 商 个 定理 及 其 证 罚 ， 实 质 上 为 我 们 提供 了 构造 最 优 树 的 方法 ， 就 是 Huffman 提 
出 的 算 靶 ， 故 称 为 Huffman 算法 ， 构 得 出 的 最 优 树 也 称 Huffman 树 。 

Huffman 算法 步骤 如 下 : 

C1) 权 最 小 的 两 片 树叶 大 兄弟 ， 去 掉 这 两 片 树叶 ， 并 以 它们 的 父亲 作 树 时 ， 使 它 带 
的 权 是 它 的 两 个 几 子 带 权 之 和 ， 于 足 得 到 比 前 少 一 片 树 吐 的 树 。 

《2 》 对 得 到 的 树 重复 〈1 )， 最 后 得 到 树 根 。 

《3) 从 树叶 到 树 根 的 构造 过 程 中 得 到 的 媒 ， 就 是 所 求 的 最 优 树 。 

例 3.5 构造 一 棵 最 优 树 ， 它 们 树叶 带 的 权 分 别 为 1，3，3，3，5，5，20， 
60。 

解 : 图 3.21( & )~(8 ) 表 示 了 最 优 树 的 构造 过 程 ，(h ) 就 是 最 优 树 。 

二 元 树 是 一 种 很 重要 的 非 线 性 数据 结构 ， 在 计算 机 中 不 仅 应 用 很 广 ， 而 且 还 常常 需要 
考 虐 二 元 树 的 通路 长 度 问题 ， 即 最 优 树 的 河 题 ， 此 外 ， 景 优 树 在 编码 通讯 中 也 起 着 重要 的 
作用 。 

我 们 知道 ， 在 远 距 离 道 讯 中 ， 常 用 0 和 1 的 字符 上 串 表示 英文 字母 进行 信息 的 传送 ， 英 
文 有 26 个 字母 ， 所 以 只 要 用 民 度 为 5 的 0， 1 字符 十 就 可 以 表示 26 个 字母 而 不 致 混 请 ， 
发 送 时 只 要 发 送 一 条 0 和 1 的 字符 长 囊 ， 它 正好 包含 信息 中 字母 对 应 的 字符 序列 ， 在 接收 
端 ， 只 要 将 这 一 长 串 字符 按 长 度 为 5 的 序列 分 割 ， 就 可 得 到 对 应 的 字母 ， 这 种 方法 称 为 等 
长 编码 通讯 法 。 处 理 等 长 的 编码 ， 对 接收 端 来 说 是 较 容 易 的 。 

但 是 ， 由 于 字母 在 信息 中 出 现 的 频繁 程度 不 一 样 ， 例 如 字母 6 和 在 单间 中 出 现 的 次 
数 旨 比 g 和 z 频繁 得 多 ， 因 此 人 们 希望 能 用 较 短 的 字符 串 表 示 频 繁 出 现 的 字母 ， 这 样 就 可 
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图 3,21 


缩短 信息 字符 囊 的 总 长 度 ， 显 然 如 能 实现 这 一 想法 是 很 有 价值 的 。 对 发 射 端 来 说 ， 传 送 长 
短 不 同 的 字符 序列 并 无 轩 难 ， 但 是 在 接收 端 ， 怎 样 才能 明确 无 误 地 将 收 到 的 一 长 时 字符 分 
制 成 长 度 不 同 的 序列 呢 ? 也 就 是 说 接收 端 如 何 进 行 译 码 呢 ? 例如 我 们 用 0 0 表示 字母 t+， 
用 0 1 表示 e， 用 0001 表示 W， 那 么 当 接收 到 信息 为 0001 时 ， 如 何 判别 信息 是 te 还 是 Ww 
呢 ? 为 了 解决 这 一 问题 ， 先 引出 前 缀 码 的 概念 。 

定义 3.16 由 一 个 序列 的 第 一 个 符 写 到 序列 中 间 的 基 个 符号 所 组 成 的 子 序 列 ， 称 为 
这 个 序列 的 前 缀 。 

例 3.6 了 序列 010，01，03100 都 是 序列 010011 的 前 级 ， 但 10，00，001，011 都 不 
是 它 的 前 绿 。 

定义 3.17 如 果 在 一 个 序列 的 集合 中 ， 没 有 任何 一 个 序列 是 另 一 个 序列 的 前 级 ， 则 
称 这 个 序列 集合 为 前 绥 码 。 如 果 前 缕 码 的 字符 只 用 0 和 1 ， 则 称 为 二 元 前 组 码 。 

例 3.7 集合 {000，001，01，10，11} 是 一 个 二 元 前 绥 码 ， 但 集合 {000，0001，00， 
01，11} 则 不 是 二 元 前 级 码 。 

定理 3.11 一 棵 二 元 树 的 树叶 对 应 一 个 二 元 前 绿 码 。 

证 ， 如 图 3.22 表示 一 棵 二 元 树 ， 从 分 枝 点 向 左 引出 的 
边 标 “0”， 向 右 引 出 的 边 标 “ 1”， 每 片 树叶 用 从 树 根 到 它 
的 通路 上 各 条 边 的 标号 组 成 的 0 ， 1 字符 串 表 示 ， 例 如 图 中 
的 5 片 树叶 可 表示 为 

a: 000， 5: 001, c: 01, 

da: 10， e: 11 

显然 ， 没 有 任何 一 片 树叶 的 标号 是 另 一 片 树叶 标号 的 脑 
级 ， 因 此 一 棵 二 元 树 的 树叶 标号 对 应 一 个 前 绥 码 。 

定理 3.12 任何 一 个 二 元 前 级 码 都 对 应 一 棵 二 元 树 。 

证 ， 设 所 给 二 元 前 豚 码 中 最 长 序列 的 长 度 为 六， 据 此 我 们 构造 一 称 高 度 为 疡 的 完全 正 
则 二 元 树 ， 并 按 前 面 讲 的 方法 给 每 条 边 标 上 “0 ”或 “1”， 并 用 从 树 根 到 某 一 结 点 通路 
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图 3.22 


工 各 边 标号 形成 的 序列 作为 坊 结 点 揭 标 号 ， 因 此 二 元 前 缀 码 的 每 一 字符 码 都 恰好 与 二 元 树 
中 的 一 个 结 点 揭 标 号 对 应 ， 以 这 些 对 应 结 点 作为 树 时 〈 即 将 它们 的 后 代 及 边 部 去 挤 ) 得 的 
二 元 树 ， 它 的 树叶 标号 就 与 二 元 前 缀 码 对 应 。 I 

例 3.8 求 对 应 前 缀 码 {000，001，01，1} 的 二 元 树 。 

解 ， 前缀 码 中 序列 最 长 的 长 度 为 3 ， 因 而 构造 一 棵 高 度 为 3 的 完 全 正则 二 元 树 如 图 
3,23( 4 )， 接 照 上 述 方法 去 掉 宛 余 的 结 点 和 树枝 ， 即 可 得 到 对 应 的 二 元 树 如 图 (b )。 


图 3,23 


利用 完全 二 元 树 可 以 解决 字符 申 长 短 不 同 的 信息 的 译 码 问题 。 字 符 串 的 长 短 是 恨 据 去 
求 予 光 编 好 的 ， 即 前 缀 码 是 予 先 编 好 的 ， 对 应 地 确定 了 一 裸 完全 二 元 树 ， 当 接收 到 一 长 申 
字符 时 ， 利 用 给 定 揭 这 棵 二 元 树 就 可 进行 译 玛 ， 方 法 是 从 树 根 开始 ， 按 着 字符 的 序列 前 
进 ， 如 果 是 0 就 走 左 边 树枝 ， 是 1 就 走 右边 树枝 ， 当 走 到 树 时 时 ， 前 绥 码 的 第 一 个 序列 就 
被 检测 到 了 ， 然 后 加 到 树 根 重 复 上 述 过 程 寻找 下 一 序列 ， 这 样 就 能 准确 地 将 一 连 串 字符 分 
割 成 前 缀 码 中 长 得 不 同 的 序列 。 如 果 字 符 串 的 最 后 部 分 不 能 构成 前 级 码 的 序列 〈 即 从 树 根 
往 下 走 还 未 走 到 树 时 时 字符 已 结束 ) 可 约定 添加 0 或 1 直到 构成 序列 为 目 。 

例 3.9 设 按 例 3.8 编制 的 前 绥 码 及 对 应 的 完全 二 元 树 ， 试 将 接收 到 的 下 列 信息 进行 
译 码 ，0001100110011101010010。 

解 : 译 成 000，1，1，001，1，001，1，1，01，01，001，01，( 最 后 一 个 字符 约定 
添 1) 

至 此 我 们 解决 了 不 等 长 编码 的 译 码 问 题 。 然 而 前 缀 码 是 怎样 编制 的 呢 ? 或 者 倍 对 应 的 
二 元 树 是 怎样 构造 的 呢 ? 前 面 已 提 到 。 由 于 不 同 字母 出 现 的 频率 不 同 ，- 一 般 和 希望 经 常 出 现 
的 字母 的 码 短 些 ， 因 此 最 佳 编码 的 标准 就 是 使 得 下 面 码 的 长 度 的 数学 期 望 


L= 3, wT) (3,6) 
2=1 
取景 小 值 。 式 中 工 (v;) 表 示 码 2; 的 长 度 ，z 表示 它 出 现 的 几率 ，#% 是 前 组 码 的 其 数 。 

可 见 设 计 最 佳 编码 问题 也 就 是 寻找 最 优 树 的 问题 ， 这 时 
树 时 表示 一 个 码 〈 字 母 )， 它 的 权 表 示 字 母 出 现 的 几率 ， 权 
景 小 就 是 晶 现 几率 最 小 的 字母 ， 它 的 通路 长 度 最 长 ， 4% 就 是 
树叶 的 数目 。 因 此 最 优 笃 解 决 了 最 佳 编 码 问题 。 

例 3.10 设 由 4 个 字母 A，C，S， 人 组 成 的 字符 ， 
字母 出 现 的 几率 为 A， 40%，C: 10%，S: 20%， 工 : 
30%， 试 编 一 个 相应 的 二 元 前 缓 码 并 对 收 到 的 下 列 信 息 进行 
译 码 
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000100101 000101001 001101 101 0110011 
解 ， 构 造 一 标 最 优 树 ， 它 各 4 片 树叶 A，C，S， 开 ， 并 分 别 带 权 4，1，2，3， 
如 图 3.24。 用 最 优 树 对 接收 的 信息 泽 码 ， 得 CAST CATS SAT AT TASA 


二 、 判 定 树 与 搜索 树 

树 的 一 个 重要 应 用 就 是 用 作 判 定 。 现 以 第 一 章 习 题 3 为 例 ， 将 它 写 出 并 分 析 如 Fr 

例 3.11 现 有 4 件 产 品 ， 其 中 有 一 伞 不 合格 ， 它 的 外 形 并 无 基 异 ， 只 是 重 景 水 合 标 
淮 ， 问 如 何以 最少 的 次 数 用 天 种 找 出 这 件 不 合格 产品 ， 并 判别 出 它 的 重 曙 比 标准 产品 重 还 
是 轻 。 

解 ， 分 别 用 a ，b ，c， 4 表示 四 件 产品 ， 构 造 图 3.25 的 一 棵 树 ，a ;b 表示 与 5 
在 天 秤 上 作 比 较 ，“<<” 表 示 4 比 5 轻 ， 树 叶 即 是 判定 的 结论 。 

上 面 把 作出 判定 的 多 纯 关系 用 笠 的 形式 表示 出 来 ， 使 得 步 驼 清晰 ， 一 目 了 然 ， 因 而 称 
为 判定 持 。 当 然 梅 造 判定 树 的 方法 也 不 是 唯一 的 ， 上 面 的 仙子 也 可 采取 另 一 种 比较 广 法 ， 
因而 构造 出 另 --- 种 形式 的 判定 树 。 

用 树 进 行 过 程 的 搜索 也 是 “种 常用 的 方法 ， 这 种 树 称 为 搜索 树 ， 它 可 以 使 变化 复杂 的 
过 程 变 得 条 理 清晰 ， 从 而 便于 找到 有 效 的 方法 。 下 面 也 举 一 个 例子 来 说 明 。 

例 3.12 现 有 6 根 火 柴 ， 选 手 4 .8 轮流 从中 取 走 1 根 或 2 根 ， 不 能 不 取 ， 也 不 许多 
取 ， 褒 取 走 最 后 一 要 他 就 是 胜利 者 。 

解 ， ”以 初始 状态 (6 根 火 柴 》 为 树 根 构造 一 棵 二 元 硅 ， 设 4 先 取 ， 他 可 取 1 根 或 2 
根 ， 因 而 有 二 个 儿子 。 树 中 < 所 面临 的 分 起 点 用 口才 示 ， 5 所 面临 的 分 枝 点 用 〇 表示 ， 
|6| 才 示 轮 到 “到 时 有 6 根 火柴 ,全 表示 办 到 5 取 时 有 4 根 火柴 ， 余 类 推 ， 因 此 一 当量 
现 | 并 | 或 加 时 ，4 可 一 次 取 走 而 获胜 ， 同 理 中 或 加 则 是 8 获胜 的 结局 ， 它 们 都 作为 树 的 
博时 ， 边 上 的 数字 穴 示 取 走 的 火柴 数 。 如 图 3.26。 


图 3,25 图 3.26 
从 图 可 以 看 出 ， 开 始 有 6 根 火 某 ， 则 先 取 者 必 政 ， 除 非 对 方 失误 。 


83.5 树 的 存 贮 结构 


诗 在 计算 机 内 存 中 可 以 通过 多 重 链表 来 表示 ， 我 们 把 有 两 个 以 上 指针 越 的 链表 称 为 多 
重 链 表 。 多 重 链表 既 可 以 用 来 家 示 线性 结构 ， 也 可 用 来 表示 非 线性 结构 ， 皇 就 是 一 种 着 绞 
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性 结构 。 用 多 重 链表 表示 一 巢 树 ， 每 个 链 结 点 的 域 的 个 数 依赖 于 树 中 该 结 皮 的 儿子 树 ， 结 
点 的 一 般 表示 为 


LDATA | 儿子 1 | 儿子? | … | 儿子 % |} 

由 于 每 个 结 点 的 儿子 数 不 等 ， 因 而 将 得 到 不 定 长 的 链 结 点 ， 给 运算 增添 麻烦 ， 如 果 取 
定 长 的 链 结 点 的 链表 表示 树 ， 运 党 得 到 简化 ， 但 又 会 浪费 较 多 的 存 贮 空 间 ， 前 面 我 们 已 典 
过 ， 任 何 --- 棵 多 元 树 都 可 以 化 成 相应 的 二 元 树 ， 如 果 用 二 元 树 作为 存 喧 结构 ， 则 内 存 的 存 
星空 间 可 以 节省 很 多 。 

对 于 二 元 树 我 们 规定 :下 二 元 树 可 以 是 空 的 ,@@ 二 无 树 的 子 树 有 左右 之 分 《〈 左 儿子 与 右 
包子) 国 用 有 序 树 表示 二 元 树 。 于 是 我 们 可 以 得 出 二 元 树 的 一 些 性 质 和 如 下 : 

《1) 第 5 层次 的 结 点 数 最 多 为 2’!，i 宇 1。 

《2 ) 高 度 为 的 二 元 树 结 点 总 数 最 多 为 2 一 1。 

C3) 对 任 一 二 元 树 ， 如 果树 叶 的 数目 为 m4 引出 次 数 为 2 的 结 点 数 为 坟 ， 则 有 
2 一 Ma 十 1。 

(4) 对 于 # 个 结 点 的 完全 二 元 树 ， 当 按 上 面 规定 对 结 点 进行 编号 后 ， 则 对 任 一 结 点 
z，1<5s 我 们 有 


如 果 5 天 1， 风 其 父 于是 | 马 |， 如 果 5=1， 则 是 树 根 ， 移 父亲 。 《1%* 1 表示 小 于 等 


丁 %* 的 最 大 整数 ) 

如 果 25 三 wn， 则 # 的 左 儿 子 是 骂 ， 如 果 23>>n， 则 无 左 儿子 。 

名 果 251 三 %， 则 i 的 右 儿 子 是 (2i+1)， 如 果 28+1>> 雹 则 * 无 有 儿子 。 

上 面 的 性 质 用 图 3.27 得 到 说明 ， 证 明 从 路 。 

一 棵 二 元 树 可 以 用 两 个 一 维 数组 LCHILD 和 RCHILD 来 表 孙 ， 设 二 元 树 的 结 点 按 1 
至 # 的 顺序 编号 ， LCHILDCs =j 当 且 仅 当 了 起 的 左 儿 子 ， 如果 # 没 有 左 儿 子 ， 则 
LCHILD:i3==0， 同 理 可 以 定义 数组 元 素 RCHILDrS]。 

例 3.13 图 3.28 (2)《《b》 给 出 了 一 和 襟 二 元 树 和 它 的 数组 表示 。 


LCHILD'RCRIELD 


图 3.27 图 3.28 
对 于 完全 正则 二 元 树 可 用 一 个 一 维 数组 来 去 示 ， 既 不 浪费 内 存单 元 ， 又 可 以 很 快 地 俩 
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定 结 点 的 位 置 ， 是 很 方便 的 。 然 而 数组 表示 具有 一 般 顺 序 表示 的 缺点 ， 即 当 要 插入 或 删除 
一 个 结 点 时 需要 移动 其 他 结 点 ， 这 是 很 不 方便 的 。 为 此 可 以 用 链表 表示 二 元 树 ， 这 里 第 个 
结 点 设置 三 个 域 ， LCHILD, DATA, RCHILD 如 图 3.29。 

但 这 种 结 点 结构 较 难 给 出 其 父亲 ， 如 要 知道 任 一 结 点 的 父亲 ， 还 得 增加 一 个 父亲 域 。 
图 3.30 给 出 了 一 般 二 元 树 的 链表 志 示 法 。 


LCHILD RCRILD 


图 3.29 图 3.30 


用 链 几 表示 二 元 树 也 会 浪费 一 些 内 存单 元 ， 当 二 元 本 有 较 多 空 的 左 或 右 子 树 时 更 是 如 
此 。 

结合 二 元 树 的 存 贮 ， 顺 便 在 这 里 介绍 二 元 排序 树 的 构造 及 其 应 用 。 

二 元 排序 树 是 树 最 简单 的 应 用 ， 它 的 构造 步骤 如 下 ， 设 家 ={RR，R,，*…，Rs} 为 一 
数列 ， 按 如 下 原则 构造 二 元 排序 树 

(1 ) 以 尺 , 为 二 元 树 的 很， 按 数列 顺序 从 RR 开始 逐个 操作 。 

(2 》 如果 RR<RR,， 则 令 RR 为 RR; 的 左 子 本 的 根 结 点 ， 否 则 令 RR; 为 R 的 右 子 树 的 
根 结 点 。 

《3 》 对 以 后 和 数 递归 重复 步 双 〈 2 )， 让 到 已, 排 完 为 止 。 

例 3.14 设 六 ={20，5，3，4，15，2，30，25，18，40，22，10，35，45 }， 则 按 
上 述 步骤 构造 得 到 的 二 元 排序 树 如 图 3.31 所 示 。 

二 元 排序 树 的 特点 是 用 非 线性 结构 来 表示 一 个 
线 以 有 序 表 ， 下 一 节 我 们 将 看 到 ， 对 二 元 排序 树 
遍历 访问 各 结 点 ， 就 会 得 到 从 小 到 大 依次 排列 的 数 
列 。 

与 一 般 二 元 树 一 样 ， 在 内 存 中 二 元 排序 树 可 用 
链表 来 表示 ， 从 存 贻 的 角度 看 ， 它 比 用 向 量 家 示 要 
占用 较 多 的 在外 空间 ， 但 它 部 有 一 个 很 大 的 优点 ， 

图 8.31 就 是 插入 一 个 元 素 或 从 原 有 数列 中 油 除 某 一 元 素 者 
很 方便 ， 对 查找 某 元 素 是 否 在 数列 中 也 很 方便 ， 下 面 我 们 介绍 插 人 ， 删 除 与 查找 这 三 种 操 
作 。 

已 知 一 棵 二 元 排序 树 交 ， 如 果 要 将 某 一 元 素 4 寿 入 树 中 ， 按 排序 树 的 建立 方法 ， 将 4 
输入 后 ， 4 将 排 到 一 片 新 增加 的 树叶 位 置 上 ， 将 4 插入 时 ， 并 不 需要 移动 其 他 结 点 ， 也 不 
需要 访问 全 部 结 点 。 
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如 果 要 删除 二 元 排序 树 中 的 某 个 结 点 ， 也 只 需 移动 少量 的 结 虑 ， 并 且 结 点 删除 后 仍 能 
保持 排序 的 特性 。 下 面 介绍 删除 结 虚 的 算法 。 
设 了 是 要 删除 的 结 点 ， 了 是 它 的 父亲 ，S 为 删除 PP 后 占 其 位 置 的 结 点 《 即 S 代 赫 P 成 
为 了 的 儿子 )，9 为 结 点 变量 ， 算 法 步 驻 如 下 。 
C1) 如 果 P 卫 的 左 儿子 为 空 ， 则 s ~P 的 有 儿子 ， 转 《7〉， 和 否则 进行 下 一 步 
《2) 如 果 了 的 右 儿 子 为 空 ， 则 s 一 ?的 左 儿 子 ， 转 〈7 ) ， 和 否则 进行 下 一 步 
《3) 9-P，s 中 P 了 的 左 儿子 
《4) 当 s 的 右 儿子 非 空 时 ， 反 复 进行 
4s，s<s 移 右 儿子 ， 
真 到 s 的 右 儿子 为 空 时 进行 下 一 步 
C5) s 的 右 儿 子 一 P 的 右 儿 子 
《6 》 如 果 Q 夭 了 则 
4 的 右 儿 了 es 的 左 儿子 
s 的 左 几 子 二 ?的 左 儿 子 
《7) 如 果 了 是 下 的 左 儿子 ， 则 的 左 儿子 二 s ， 否 则 了 的 有 儿子 二 s 
《8) 结束 。 
图 3.32 (a)，(b) )，《c》 分 别 表示 从 原 有 树 中 删除 结 点 2，8，30 的 示例 。 
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图 3.32 


二 元 排序 树 的 查找 过 程 是 一 个 递归 过 程 ， 算 法 步 又 如 下 。 
设 排序 树 的 根 结 点 为 v， 要 查找 的 元 素 为 a 查找 步骤 为 
(1) 如 a 二 v， 输 出 是 “是 ”， 停 止 ， 否 则 进行 下 一 步 
(2) 如 a<v， 峙 
如 Y 有 左 儿 子 u， 则 Yeu 转 (1) 否则 输出 “ 非 ”， 停 止 。 
否则 转 下 一 步 《〈 即 如 a 朱 v 时 转 下 一 步 ) 
(3) 如 了 有 右 儿 子 w， 则 vc 一 w， 转 〈1 )， 否 则 输出 “ 非 ?， 停 目 。 


图 3.33 (2 ),，《b》 表 示 查 找 55 和 71 的 过 程 。 
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现 以 图 3.33 (3 ) 为 例 说 明 查 找 过 程 如 下 : 

(1) 因 a (55) 关 vv 《70)， 进 行 下 一 步 

(2) a<y， 且 v 有 左 儿子 由 (50), 则 vou (50) 转 (1) 
《1) 因 a (55) 隆 Vv (50)， 进 行 下 一 步 

(2) 因 a (55) 六 Vv (50),， 转 下 一 步 

《3)》 (50) 有 有 儿子 w (55)， 册 vow(55)， 转 (1)。 
(1) 因 a (55) 二 y《55)、 输 出 “是 ”( 即 树 中 有 这 个 元 迷 )。 


$3.6 树 的 遍历 


很 多 利用 树 形 结构 的 算法 ， 常 常 需要 按 某 种 顺序 遍历 一 裸 树 ， 即 沪 间 每 个 结 点 一 次 仅 
一 次 。 对 于 二 元 树 ， 通 常 有 三 种 遍历 树 的 方法 ， 分 别称 为 前 序 遍 历 ， 中 序 遍 历 与 后 序 亡 
历 。 三 种 遍历 部 用 了 递归 定义 ， 现 分 述 如 下 


一 、 前 序 人 遍历 〈DLR 遍历 》 
前 序 刀 历 的 抬 作 为 
《1 ) 先 访问 树 根 。 
(2) 在 根 的 左 子 树 上 进行 前 序 遍 疡 。 
(3 ) 在 根 的 右 子 树 上 进行 前 序 遍 历 。 
因此 遍历 过 程 是 一 个 递归 过 程 。 
例 3.15 对 图 3,34 作 前 序 遍历 。 
首先 访问 树 根 1， 然 后 在 I 的 左 子 树 上 进行 前 序 遍历 ， 即 在 遍历 1 的 左 子 树 时 ， 首 先 
访问 侍 根 2 ， 然 后 前 序 遍 历 2 的 左 子 树 ， 首 先 访问 树 根 3 ， 然 后 前 序 遍 历 3 的 左 子 树 ， 央 
3 的 左 子 树 为 空 ， 于 是 前 序 遍 历 3 的 右 子 树 ， 因 3 的 右 子 侍 也 为 空 ， 于 是 前 序 遍 历 2 的 左 
子 峙 结束 ， 开 始 前 序 遍 历 2 的 右 子 树 ， 先 访问 右 子 树 的 树 根 4 ， 然 后 前 序 遍 历 4 的 左 子 
树 ， 先 访问 树 根 5 ， 由 于 5 的 左右 子 树 均 为 室 ， 遍 历 4 的 左 子 树 结束 ， 开 始 前 序 遍 历 4 的 
右 子 树 ， 先 访问 树 根 5 ， 遍 历 它 的 左 子 树 ?， 遍 历 它 的 石子 树 8 ， 至 此 遍历 4 的 右 子 树 结 
束 ， 从 而 遍历 2 的 布 子 树 也 结束， 于 是 遍历 1 的 左 子 树 亦 结束 ， 开 始 前 序 痪 历 1 的 太子 
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树 ， 先 访问 树 根 9， 再 遍历 9 的 左 子 持 ， 访 问 持 根 10， 于 是 唤 历 9 的 左 子 树 结束 ， 开 始 遍 
历 它 的 右 子 树 ， 访 问 树 根 11， 由 于 11 的 左右 子 振 均 为 空 ， 干 是 偶 历 9 的 右 子 烤 结束 ， 因 而 
遍历 1 的 右 子 树 即 结束 ， 整 个 递归 过 程 结束 ， 得 到 遍历 过 程 结 点 的 访问 次 序 为 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1i1 
例 3.16 对 图 3.35 的 二 元 树 进 行 前 序 筷 历 得 到 序列 如 下 : 
0 
© (9 
SRYY 
@ 名 
G) (9 


图 3.34 图 3.35 
—+taxb—od/ef 
这 就 是 算术 表达 式 的 前 综 表 示 法 ， 也 称 波兰 表示 法 ， 它 的 运算 规则 是 对 算 符 后 面 两 个 
紧邻 的 字符 进行 运算 ， 写 成 普通 算术 表达 式 即 为 
(e+Dx(c 一 们 ) ~—e/f 


二 、 中 序 遍 历 (LDR) 


中 序 志 历法 的 操作 为 
C1) 在 根 的 左 子 诗 上 进行 中 序 刀 历 。 
(2) 访问 树 根 。 
《3) 在 恨 的 右 子 树 上 进行 中 序 稳 历 。 
例 3.17 对 图 3.34 作 中 序 遍 历 。 
先 在 根 1 的 左 子 树 上 作 中 序 遍 历 ， 左 子 树 的 根 结 点 为 2， 于 是 先 在 2 的 左 子 树 上 作 中 
序 遍 历 ， 2 的 左 子 硅 的 根 结 点 为 3 ， 于 是 先 在 3 的 左 子 硅 上 作 中 序 亡 历 ，3 的 左 子 树 为 
空 ， 随 即 访问 根 结 点 3 (输出 3 )， 继 而 在 3 的 右 子 树 上 作 中 序 遍 历 , 因 3 的 右 子 树 为 空 ， 
于 是 遍历 2 的 左 子 畦 结束 ， 随 即 访问 根 结 点 2 〈 输 出 2 ) 继而 在 2 的 右 子 树 上 作 中 序 遍 
历 ， 因 2 的 右 子 畦 的 根 结 点 为 4， 因 此 先 在 4 的 左 子 奎 上 作 中 序 遍 历 ， + 的 左 子 树 的 根 结 
点 为 5， 因 而 又 先 在 5 的 左 子 树 上 作 中 序 遍 历 ，5 的 堪 子 树 为 空 ， 随 邯 访 问 根 结 点 5 〈 输 
出 5)， 继 而 在 5 的 右 子 树 上 作 中 席 遍 历 ， 5 的 右 子 树 为 空 ， 于 是 在 4 的 左 子 树 上 的 中 序 
志 历 结束 ， 访 问 笃 根 4 (输出 4)， 再 在 4 的 右 子 树 上 作 中 序 遍 历 。 以 后 的 过 程 都 是 这 样 
递归 地 进行 ， 遍 历 结 束 ， 得 到 的 输出 为 
3, 2, 5, 4, 7, 6, 8, 1, 10, 9, 11 
例 3.18 对 图 3.35 的 二 元 树 进 行 中 序 遍 历 得 到 序列 如 下 ; 
atbxe—d—e/f 
这 就 是 算术 珍 达 式 的 中 缀 表示 ， 它 与 普通 算术 表达 式 的 顺 谨 是 一 致 的 ， 但 是 括号 没有 
了 ， 因 此 中 绎 表示 法 对 表述 式 的 运算 来 说 是 不 明确 的 。 
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不 过 ， 如 果 一 个 数列 采用 二 元 排序 至 的 存 贮 结构 ， 那么 对 它 进行 中 序 遂 历 ， 就 会 得 到 
一 全 由 小 到 大 顺 摩 排列 的 数据 ， 故 中 序 人 遍历 仍然 具有 它 的 实用 价值 。 例 如 对 图 3.31 的 二 


元 排序 树 进 行 中 序 遍历 ， 输 出 即 为 
2, 3, 1, 5, 10, 15, 18, 20, 22, 25, 30, 35, 40, 45 


三 、 后 序 遍 历 (LRD) 

后 序 遍历 的 操作 为 

(1) 在 根 的 左 子 树 上 进行 后 序 亡 历 。 

(2 ) 在 和 根 的 右 子 树 上 进行 后 序 记 历 。 

《3 ) 访问 硅 根 。 

例 3.19 对 图 3.35 的 二 元 树 进行 后 序 遍历 得 到 序列 如下， 

abcd— x tef/— 

这 就 是 算术 表达 式 的 后 缀 表示 法 ， 也 称 逆 波 兰 表示 法 ， 这 种 表示 法 对 表达 式 的 编译 是 
很 方便 的 。 它 的 送 算 规则 是 对 算 符 左 边 两 个 紧邻 的 字符 进行 运算 ， 写 成 普通 算术 表达 式 即 
为 

(atbx te—d)) —e/f 
可 见 与 前 序 亡 历 所 得 到 的 算术 表达 式 是 一 致 的 ， 只 是 运算 顺序 正好 相反 。 

图 3.36 《a)，(b)，(c) 分 别 给 出 了 按 前 序 、 中 序 及 后 序 三 种 方式 遍历 一 棵 树 的 结 
果 。 其 中 结 点 的 编号 是 按 访 问 的 先后 顺序 从 小 到 大 给 出 的 。 从 图 中 可 以 看 出 三 种 遍历 方式 
的 不 同 。 
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一 棵 振 按 某 种 遍历 方式 给 各 结 点 指定 了 上 顺序 编号 ， 以 后 用 指定 的 结 点 编号 描述 结 点 是 
方便 的 ， 它 能 反映 出 结 点 之 闻 的 某 些 关系 。 例 如 ， 按 前 序 遍 历 笃 的 编号 中 ， 对 任 一 个 以 结 
点 ?为 根 的 子 择 ， 根 的 编号 小 于 它 的 所 有 子孙 的 编号 。 又 如 按 中 序 遍 历 树 的 编号 中 ， 结 点 
”的 所 有 左 子 持 上 结 点 的 编号 都 小 于 "的 编号 ， 而 ! 的 所 有 右 子 树 上 结 点 的 编号 都 大 于 ? 
的 编号 ， 这 就 是 对 二 元 排序 硅 进 行 查找 操作 时 的 一 人 依据 。 

下 面 给 出 一 个 按 中 序 人 遍历 编号 的 非 递 归 算 法 。 

这 时 需要 建立 一 个 栈 STAC 改 ， 并 要 附设 一 指针 top，、 设 用 向 量 5S 表示 栈 ,元 素 尚未 
进 栈 时 设 top 为 零 ， 则 SC 1 表示 第 一 个 进 覃 的 元 素 ，Sr4] 表 示 第 ;个 进 栈 的 元 素 。 算 法 
用 两 个 数组 表示 二 元 树 ，L[ 引 是 结 点 # 的 左 儿子 的 旧 编 号 ，RC 站 是 结 虚 的 右 儿子 的 加 
编号 ， 用 向 量 count 给 各 结 点 编 以 新 号 。 设 二 元 树 的 根 结 点 为 ?。# 人 让 是 提 编 号 为 i 的 结 
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二 


BN 


点 的 中 序 遍历 编号 数 。 
1. procedure TRAVELTREE 
begin 
2. counte-l 
3. tope1 
4. while LCv3#0 do 
begin 
» SCtopjey 
» YoLCv) 
» topetopt+1 


mo 


end 
8. nLVYecount 
9. counf<e—count+1 
10, if RCLvJ#A0 do 
begin 
11. veRCvy 
12,. goto 4 
end 
13,. if top>>0 do 
begin 
14. ve-sLtop) 
15。 tope-top—1 
16, goto 8 
end 
end 


$3.7 图 的 中 心 和 中 位 点 


图 的 中 心 和 中 位 点 ,与 研究 选 址 问题 有 密切 关系 。 我 们 知道 ,图 在 运输 网 通讯网、 公用 
事业 服务 网 等 等 的 数学 模型 ,在 研究 各 种 网 络 时 ,都 存在 怎样 给 其 些 设施 选择 最 优 地 址 的 问 
题 。 例 如 一 个 县 的 各 个 乡镇 之 间 有 公路 连接 ,形成 了 一 个 交通 网 ,现在 执 在 某 个 镇 上 设立 一 
个 急救 站 ， 要 求 急救 站 到 最 远 的 乡镇 距离 达到 最 小 ， 急 救 站 应 设 在 哪个 镇 上 才能 满足 这 个 
要 求 ， 这 就 是 图 的 中 心 问题 。 又 如 这 个 县 要 设立 一 个 邮局 ， 每 天 把 邮件 分 和 送 到 县 属 各 个 乡 
镇 ， 邮 局 设立 在 哪个 乡镇 上 ， 才 使 每 天 送 邮 件 的 总 行程 最 小 ， 这 又 是 图 的 中 位 点 问题 。 

评价 一 个 系统 的 质量 ， 由 于 系统 的 功能 不 同 ， 也 有 不 同 的 标准 ， 但 中 心 和 中 位 点 问题 
却 是 普遍 关心 的 。 下 面 分 别 就 这 两 个 问题 进行 讨论 。 


一 、 图 的 中 心 
定义 3.18 设 C 是 有 4 个 结 点 的 连通 图 。 
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(1)》 结 点 如 与 其 景 远 点 的 距离 称 为 vw 的 半径 ， 记 作 0:， 即 
oj 一 Ee, {dr, 07)} (3.7) 
《2 ) 半径 最 小 的 结 点 称 为 图 的 中 心 ， 记 作 we， 其 半径 称 为 图 的 半 径 ， 记 作 pce， 即 

oo= TS {dalv, on) 

,do oo 对 G3.8) 

式 《3.8) 的 狂 义 为 与 最 远 点 的 距离 最 小 的 点 就 是 图 的 中 心 。 
图 3.37 表示 的 无 向 图 ， 从 直观 可 见 vs 是 图 的 中 心 。 一 个 图 可 以 不 止 一 个 中 心 ， 如 图 

3,38 就 有 三 个 中 心 ， 即 ou vs 和 | vs 


图 3.87 图 3.38 


常 把 图 的 任意 两 点 之 间距 离 的 最 大 从 ， 称 为 图 的 直径 。 一 般 情况 下 图 的 直径 并 不 是 它 
的 半径 的 二 倍 。 
由 网 的 距离 矩阵 很 容易 求 出 图 的 中 心 及 其 半径 ， 步 又 如 下 
( 1) 求 出 图 G 的 距离 趾 阵 D= (iy) srw 
《2) 对 每 一 i ，1 三 i 三 
0: 二 max {ali 力 ] 人 为 络 点 二 的 半径 ) 
TS 


3 -ac } 
Ye UE 
例 3,20 求 图 3.38 的 中 心 和 半径 
WY va V3 Ds vs Us 
onf0 3 6 3 6 4 易 见 2 二 max{0,3,6,3,6,4} = 二 6 
v3 0 3 4 5 7 02=7 
D=w|6 3 0 3 2 4 oa 一 6 
wl3 4 3 0 5 7 0 一 了 
wle 5 2 5 0 ?| os 一 6 
wl4 7 4 7 2 0 06 一 了 


所 以 图 的 半径 866 二 6， 图 的 中 心 为 : 四 ，m，zr。 
式 (3.7) 和 (3,.8) 不 仅 适 用 于 无 向 图 ， 亦 适用 于 有 向 图 或 混 仿 图， 请 看 下 例 。 
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例 3,21 求 图 3.39 的 中 心 和 半径 。 


先 求 出 图 的 距离 抱 阵 
2 全 va vy 
nf0 2 3 3 p=3 
| 0 2 1 p= 4 
wl 2 0 3 ps= 6 
vl3 5 4 0 Ls 图 3.39 


所 以 图 的 半径 pe= 3 ， 图 的 中 心 是 点 me 

图 的 中 心 和 半径 的 定义 也 适用 于 树 ， 当 系统 的 结构 是 树 时 ， 也 人 存在 寻求 树 的 中 心 的 问 
题 。 一 般 而 言 ， 一 个 图 可 以 有 很 多 中 心 ， 例 如 成 为 一 个 回路 的 多 边 形 ， 每 个 点 都 是 中 心 ， 
可 是 树 却 不 同 ， 有 如 下 定理 。 

定理 3.13 每 裸 树 只 有 一 个 或 两 个 中 心 。 

证 ; 树 的 结 点 分 两 类 ，- “类 是 树叶 ， 另 一 类 是 分 枝 点 ， 树 叶 的 半径 关于 分 园 点 的 半 
径 , 因此 竺 的 中 心 一 定 是 分 枝 点 和 而 厅 会 是 硅 叶 (>>2 时 )》。 现 在 我 们 来 分 析 分 枝 点 的 半径 ,用 
图 3.40 《a ) 表示 一 柠 树 下 ， 将 工 的 所 有 树叶 及 共 关 联 边 都 去 邱 ， 树 工 变 成 树 7 ， 如 网 
Cb )， 可 以 看 出 ， 中 各 分 枝 点 的 半径 的 值 与 7 中 对 局 分 枝 点 半径 的 值 相 比较 ， 都 普遍 
地 减少 1 ， 央 此 了 的 中 心 点 仍然 是 T' 的 中 心 点 。 再 将 7? 的 所 有 树叶 及 其 关联 边 都 去 掉 得 
TY， 如 图 《c )， 则 7T? 的 中 心 点 也 是 7 的 中 心 点 ， 如 此 继续 下 法 ,最 后 只 剩 下 一 个 结 点 ， 
如 图 (4 )， 它 就 是 树 的 中 心 。 也 可 能 最 后 制 下 一 条 边 ,如 图 3.41 的 树 ， 它 有 两 个 中 心 。 重 


4 3 3 
be we we 2 
4 oo 一 co- 一 2 

3 234 

3 
的 3 
Cob) rT OT” 《9 
图 3、40 图 3.41 


图 3.40 和 图 3.41 中 结 点 上 标的 数字 为 结 点 的 半径 。 
推论 ， 如 果 … 哥 树 有 两 个 中 心 ， 这 两 个 中 心 必 是 相 令 的 。 


二 、 图 的 中 位 点 
定义 3.19 设 G 是 有 * 个 结 点 的 连通 图 
C1) 结 点 从 与 其 余 结 点 距离 之 和 称 为 v; 的 总 线 长 ， 记 作 3 ， 即 


Si 一 lor o) (3.9) 
7=1 


《2 ) 总线 长 最 短 的 结 点 称 为 图 的 中 位 点 ， 记 作 vs,， 其 总 线 长 称 为 图 的 中 线 长 ， 记 
作 Se， 即 
So= Dd (vm 0) =min A (vg, 01) (3.40) 
1 


1l&Ka 


j=1 21= 
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式 〈3.10) 的 洱 意 为 与 所 有 各 点 距离 之 和 为 最 小 的 结 点 就 是 图 的 中 位 点 。 
与 求 图 的 中 心 方 靶 类 似 ， 由 图 的 距离 矩阵 很 容易 求 出 它 的 中 位 点 ， 举 例 说 明 妈 下 
例 3.22 如 例 3.21， 求 图 的 中 位 点 。 
出 图 的 距离 矩阵 可 得 
Si=0+2+3+3=8 
:二 4+0+2+1=7 
Sa=6+2+0+3 一 11 
3+5+4+0=12 
所 以 Sc 二 minf8，7，11，12}= 7 二 Ss，w 是 图 的 中 位 点 。 
在 一 些 实际 系统 中 ， 还 存在 加 权 选 址 问题 ， 举 例如 下 。 
例 3.23 某 企 业 有 5 个 分 点 ， 它 们 之 闻 的 交通 路 线 如 图 3.42， 必 须 把 产品 的 总 和 X= 
《50，75，30，100，25) 分 送 到 5 个 点 ， 设 运费 CG 二 2 (单位 距离 、 重 量 运 费 ), 问 企业 应 
设 在 哪个 分 点 可 使 运费 最 低 。 
解 ， 先 求 出 图 的 距离 矩阵 如 下 ; 


YL Vs Va Ws 5 
vf 1 2 3 4 
p= 9 2 4 3 
| 2 2 0 2 3 
2 3 4 2 0 1 
Ys [ 4 3 3 1 0 | 
网 3 和 变 @: 为 企业 设 在 点 zw 时 运输 费 总 和 ， 则 


Qi= (1x75+2x30+3x100+4x25) x2=1070 
Qi= (Tx50+2x30+4x100+3x25)x2=1170 
Qs= (2x50+2x75+2x100+3x25)x2=1050 
Qi= (3x50+4x75+2x30+ 1 x25)x2=1070 
Qs= (4x50+3x75+3x30+1x100) x2=1230 
最 小 值 为 8,，， 故 企业 应 设 在 vs。 上。 
无 论 寻 找 图 的 中 心 或 中 位 点 ， 算 法 中 都 需要 先 求 出 图 的 距离 矩 队 刀 ， 刀 的 尊 意 是 不 难 
理解 的 ， 至 于 如 何 求 一 个 图 的 距离 矩阵 ， 我 们 将 在 第 七 章 57,2 中 讨论 。 


83.8 图 的 块 划分 


图 的 连通 性 大 图 的 重要 特征 之 一 ， 上 一 掌 2,2 中 已 给 出 图 的 连通 性 定义 ， 并 在 $ 2,3 
中 讲 了 用 图 的 邻 搂抱 阵 和 可 达 性 矩阵 判别 有 向 图 违 通 类 的 方法 。 这 一 节 我 们 主要 讨论 无 向 
图 的 连通 性 及 其 算法 ， 并 给 出 一 个 求 有 向 图 强 连 通 块 的 较 好 算法 。 


一 、 无 向 图 的 连通 性 


分 析 一 个 无 向 图 ， 往 往 首 先 就 要 判定 图 是 否 是 连通 的 ， 如 果 不 是 连通 的 ， 有 多 少 个 连 
+ 10 。 


判定 无 向 团 的 连通 与 否 ， 方 法 是 比较 多 的 ， 上 一 章 讲 图 的 人 遍历， 实质 上 也 是 对 图 的 连 
通 性 判断 ， 无 论 是 深度 优先 或 是 广度 优先 搜索 法 ， 当 边 数 1 二 % 一 1 时， 说 明 遍 历 的 过 程 
形成 了 一 棵 生成 树 ， 因 而 可 知 图 是 连通 的 ， 而 且 我 们 还 给 出 了 一 个 可 以 判定 不 连通 无 向 图 
的 遍历 算法， 这 里 不 再 重复 。 
给 出 一 个 图 的 邻接 系 阵 4 ， 如 果 对 4 施行 行列 置换 之 后 ， 能 得 到 下 面 的 形式 ， 就 可 以 
确定 图 的 连通 分 支 ， 但 是 这 是 一 个 效率 莽 的 方法 ， 因 为 可 能 要 进行 %! 次 置换 。 
4 ] 
~ O Ao 
另 一 个 方法 是 仿照 求 有 向 图 的 可 达 性 矩阵 ， 求 出 无 向 图 邻接 惩 虎 的 各 次 宫 〈 用 布尔 算 
法 )， 再 求 出 它们 的 布尔 和 ， 即 


卫 一 4Y4GVeV4C 

从 三 即 可 判断 图 的 连通 性 ， 这 种 算法 比较 麻烦 ， 但 是 可 达 性 和 矩阵 可 以 采用 Warshall 筑 法 ， 
在 这 一 算法 的 启发 下 ， 对 无 疝 图 的 连通 性 判定 ， 可 以 采用 下 一 算法 。 

算法 的 基本 思路 中 将 邻接 结 点 合并 。 从 图 的 某 - 结 点 wo 时 发 ， 所 有 与 wo 邻接 的 结 点 都 
是 彼此 连通 的 ， 将 这 些 结 点 与 ww 合并 成 一 个 新 的 结 点 4%。、， 于 是 凡是 与 合并 在 wo 中 的 结 点 邻 
接 的 结 点 ， 部 看 成 与 in 邻 接 ， 十 是 又 可 把 它们 合并 成 一 个 新 的 结 点 。 如 此 继续 下 去 ， 最 后 
合并 得 的 新 结 点 尺 如 果 不 再 与 外 面 的 年 一 结 点 邻接 ， 则 六 内 的 那些 结 点 就 形成 一 个 连 般 分 
支 。 如 果 V1 一 六， 则 图 是 个 过 道 图 ， 否 则 从 图 中 删 去 ,中 的 结 点 及 其 关联 边 ， 得 到 图 G 

的 一 个 子 图 G/， 再 对 人 重复 上 述 步 又 ， 又 可 得 到 C 的 另 一 连通 分 支 ， 由 于 图 的 有 限 性 ， 最 

后 即 可 求 出 网 的 分 支 数 及 各 分 支 子 图 。 

上 述 方法 可 在 图 的 邻 楼 矩阵 上 进行 。 把 结 点 7 与 结 点 i 合并 采用 逻辑 “或 "级 操作 ， 即 
用 逻辑 加 法 将 行 了 加 到 行 E， 列 了 可 到 列 斌 ， 并 删除 行 了 和 列 了， 于 是 得 到 一 个 《n 一 1) 
阶 新 矩阵 。 又 重复 上 述 操 作 ， 如 果 新 矩阵 中 所 在 的 行 不 理 有 邻接 点 ， 表 明 新 结 点 内 的 结 点 
已 形成 一 个 连通 子 蜀 ， 在 新 抢 阵 中 可 将 新 结 点 所 对 应 的 行 和 列 删 除 ， 继 续 对 余下 的 矩阵 运 
算 ， 如 果 通 过 行 、 列 运算 最 后 只 剩 下 一 行 一 列 ， 即 成 为 一 个 点 ， 表 明 图 是 连通 的 。 

通过 合并 ,一 个 自 环 在 主 对 角 线 上 出 现 为 1， 而 平行 边 由 于 远 辑 加 法 自动 成 为 一 条 边 ， 
这 些 对 于 图 的 连通 性 是 没有 影响 的 。 

在 这 个 算法 中 ， 可 能 进行 的 最 大 合并 数 为 一 1, 在 每 次 合并 中 ， 最 多 进行 % 次 逻辑 加 
法 ， 因 而 时 间 的 计算 量 巧 0 《2 

例 3.24 求 图 3.43 的 连通 子 图 ， 已 知 


v0 1 0 1 0 0 0 站 
可 1 1 0 0 o| 
wo 1 0 1 0 0 0 ” 
A=ml1l 0 1 0 0 0 0 
De 四 5 
vl0 9 0 0 1 1 1 
os 0 0031311 
m0 0001 311 图 3.43 
结 点 的 合并 过 程 如 下 ， 


71 。 


{1,2,4) 3 5 6 7 
(1,2,4) 1 1 0 0 0 
点 1,2,4 3 | 1 0 0 0 01(,2,0,3 
4 全 > 5 0 011 11 侍 > 
6 | 0 0 1 1 1 
7 0 0 1 1 1 
(1s2,3,4) 5 6 了 
(1,2,3,4) 1 0 0 9 出 去 (1,2,3.1) 511 1 
0 1 1 1 行列 中 1 
0 1 了 T 701 1 
T 1 1 


7 0 
于 是 得 到 两 个 过 通 子 图 ， 它 们 的 结 点 集合 为 {04,02,03,04}， {5 ,v6s07}。 
此 外 ， 求 带 权 无 向 图 最 小 生成 树 的 两 个 算法 ,只 要 稍 加 改动 ,也 可 用 来 判定 无 向 图 的 连 
通 性 及 连通 分 支 ， 现 以 Kxwshal 算 革 为 例 对 它 稍 作 改动 得 到 判定 无 向 图 连通 性 的 算法 如 下 
1. 


7 


Se 和 


2， 将 下 中 的 边 排 成 序列 Q 
3. 
4. for i=1tol FEldo 


for 多 个 结 点 v EV do VS-VSU{{9)} 


begin 

从 昌 中 取出 边 (vw,10) 

大 昌 中 删 去 边 《vw,w) 

半 v,ww 在 S$ 的 不 同 元 素 集 V,， Vi 中 then VViLV: 


算法 中 VS 是 一 个 不 相交 的 结 点 集合 ， 初 始 状态 时 V5= 


end 
上 3 
二 3 (toj，fodj，…，faj)， 运 算 结 束 如 | VS| = 1 则 图 是 过 通 
的 ， 否 则 它 的 值 即 为 图 的 连通 分 支 数 ， 
例 3.25 用 上 述 算法 判定 图 3.44 的 述 通 性 。 
§ 6 7 ~ 8 


解 ， 巡 的 序列 @ 为 
(1,2), (3,8) (4,9), (1,6), (2,5), (3,7), (1,5), (2, 


图 3.44 
6)，(3,8)，《7.8)， 计 算 步 孤 列 表 如 下 。 

步 申 取出 边 操作 了 

1 {1,2) 合并 点 1152}, 497,44}, (57, {6),477, 48) ,49)} 

2 3,8) 同 E {41,2), 43.8} {47, 457, 06}, (7), (9) 

3 4,9) 同 上 {1,2} ,3,844,97453, 467, 077} 

4 156) 同 上 {1,2,6},48,8) , {4,9), {5}, 407) 

5 2,3) 同 工 {£41,2556},{3,8}, {4,9)47}} 

6 《357) 同 下 11s2,5,6}, (3,7,8), (4,9)} 

7 {1,5) 不 作 什么 局 二 

8 {2,6) 同 工 司 上 

9 (3,8) 同 工 同 上 

10 {7,8) 司 上 司 上 
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本 割 集 ， 它 们 构成 图 G 关 于 生成 树 了 的 基本 割 集 组 , 记 作 Kr, 即 Kr= {Ki Kz Kn-1}。 

这 里 我 们 把 基本 割 集 说 成 是 图 G 关 于 生成 树 7 的 大 本 割 集 ， 就 是 因为 基本 割 集 是 对 应 
给 定 的 生成 树 而 言 的 ， 显 然 不 同 的 生成 树 有 具有 不 同 的 树枝 ， 因 而 对 应 的 基本 割 集 也 不 同 ， 
将 得 到 不 同 的 基本 制 集 组 ， 但 是 基本 制 集 的 数 旭 是 相同 的 ， 而 且 基 本 制 集 的 性 质 也 不 因 生 
成 树 选择 的 不 同 而 有 所 差异 ， 所 以 我 们 可 以 选择 任意 - - 标 生 成 树 对 应 的 基本 制 集 进行 分 
析 ， 并 且 把 它 简称 为 图 G 的 基本 制 集 。 

定理 3.27 图 G 的 % 一 1 个 基本 割 集 玉 !, 尺 ,,…，K,-! 是 线性 无 关 的 。 

证 ， 因 为 每 一 个 基本 割 集 只 含 一 条 树枝， 不 同 的 基本 制 集 含 不 同 的 树枝 ， 所 以 基本 割 
集 的 环 和 不 可 能 是 空 集 。 于 

定理 3.28 图 G 的 任 一 断 集 均 可 表示 为 车 于 个 基本 制 集 的 处 和 。 

证 假设 选 定 了 某 一 棵 生成 桂 ， 得 到 -和 基 水 制 集 。 并 设 5, 是 图 G 的 任意 -- 个 断 集 ， 
则 S, 至 少 包 含 生成 树 的 一 条 树枝 ， 不 妨 设 

Sr= {06016299 C796:+19 1 507} 

其 中 e020"*6; 是 树 配 ，ei+1，……,03 是 蒜 。 设 1, 及 ,Ki 是 分 别 含 树枝 coco ye 的 革 
本 割 集 ， 则 


S=KIDRAD. EK, 
是 6 的 一 个 断 集 ， 由 环 和 运算 及 基本 割 集 的 性 质 可 知 断 集 S 仅 含 笃 枝 a1,62，…,ei 而 不 再 
含 其 他 树枝 ， 亿 S, 也 仅 含 这 些 树 枝 ， 故 S 凶 5, 将 不 含 树枝 ， 根 据 定理 3.21，SGS, 如 仍 
是 断 集 ， 不 可 能 不 含 树枝 ， 因 此 只 有 S 与 S, 是 两 个 相同 的 断 集 ， 才 不 致 产生 矛盾 ， 即 
S1:=5=K.DK:D"BE; I 

定理 3.27 和 定理 3,28 表明 ， 基 本 割 集 组 构成 了 断 集 空间 的 基底 ， 通 过 基本 割 集 各 种 
可 能 的 环 和 就 可 能 获得 断 集 空间 的 全 部 断 集 ， 于 是 我 们 又 找到 了 寻求 图 的 全 部 割 集 的 另 一 
种 方法 ， 就 是 通过 基本 割 集 求 出 所 有 割 集 ， 因 此 这 一 方法 的 关键 在 于 求 出 基本 割 集 ， 基 本 
割 集 只 含 一 条 树枝 ， 共 余 都 芝 弦 ， 怎 样 找 出 这 些 弦 ， 又 成 为 求 基本 割 集 的 关键 。 为 此 我 们 
引入 如 下 定理 。 

定理 3.29 设 了 是 连通 图 6 的 -一 棵 生成 择 , 则 含 树 蕉 e 的 基本 割 集 K 〈e ) 如 还 含有 
其 他 一 些 边 ， 则 这 些 边 是 由 所 有 含 树枝 e 的 基本 回路 中 的 弦 所 组 成 。 

证 : 首先 证 明 含 树枝 e 的 基本 回路 中 的 荡 一 定 是 制 集 K《e ) 中 的 一 条 边 。 用 反 证 站， 
设 含 树枝 e 的 某 一 基本 回路 的 弦 “不 在 割 集 忆 〈e ) 中 ， 则 4 的 两 个 端点 必 都 在 结 点 集合 
亚 ! 中 或 者 都 在 结 点 集合 万 * 中 〈 参 看 图 3.58)， 设 4 的 两 个 端点 在 到 中， 则 从 灵 , 经 树枝 e 
到 六; 之后， 必须 再 经 过 六 ,与 六 之 间 的 一 条 蓄 回 到 六 才 可 能 与 4 形成 回路 ，. 显 然 这 不 
是 基本 回路 ， 同 理 如 果 弦 «的 两 个 端点 都 在 中 也 不 可 能 构成 含 树枝 。 的 基本 回 路 ， 因 
此 含 。 的 基本 回路 的 也 <&， 它 的 两 个 端点 只 能 一 个 在 了 :中 ， 另 一 个 在 了 : 中 ， 所 以 4 一 定 
是 割 集 民 〈e ) 的 一 条 边 。 

其 次 证 明 制 集 KK 〈e ) 中 的 边 除 树枝 < 外， 其余 都 是 含 。 的 基本 问 路 的 落 。 更 考察 制 
集 〈e ) 中 除 笠 枝 。 外 的 任 一 条 边 。， 因 不 是 树枝 而 是 弦 ， 故 将 2“ 加 到 树 7 上 必然 
产生 一 个 基本 回路 ， 因 “是 跨 接 在 六 与 了 之 间 的 总 ， 必 须 再 经 过 V1 与 7 之 间 的 一 条 
边 才 可 能 形成 回路 ， 因 到 与 Vs 之 间 只 有 一 条 边 。 是 树枝 ，e: 只 能 经 过 。 形成 的 回路 才 会 
是 基本 回路 ， 所 以 及 《。〉 中 除 。 之 外 的 边 ， 不 仅 都 是 纺 ， 而 且 都 是 含 树枝 e 的 基本 回路 
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| 


回 


回 


所 对 应 的 莫 。 四 
下 面 给 出 求 图 的 所 有 基本 回路 的 一 个 算法 ， 算 法 中 工 表示 图 G 的 一 标 生 成 树 ，CT 是 
工 的 补 ，FCS 为 基本 辐 路 的 集合 。 算 法 的 时 间 复 杂 性 为 O (mw:)。 算 法 步骤 如 下 。 
1) 求 出 G 的 生成 树 了 及 其 补 CT 
2) FCSo# 
3 》for 所 有 的 边 &=(wi,v’) ECT do 
begin 
4) 找 出 在 中 从 v: 到 vi 的 路 经 并 记 作 P; 
5) CP;U {0} 
6) PCS 一 FCSUC: 
end 
例 3.33 求 出 图 3.57 所 示 药 无 向 图 的 全 部 割 集 。 
选 定 图 的 一 棵 生成 树 荆 如 图 3.59 《a 》 所 示 ， 
T={e,0s 060}, CT= {e2004} 
用 .上 述 算法 求 出 图 的 全 部 基本 隔 路 如 下 : 
对 应 纺 6 的 基本 加 路 :Cle:) 一 {62, es, 0e} 
对 应 纺 e 的 基本 回路 :Cles) = {es, 61,0;,07} 
对 应 纺 64 的 基本 画 路 ，C(ea) 二 {et,e1,65} 
含 择 枝 4a 的 基本 回路 有 Cles),Cles), 则 
K(e)={0 ,6,0.} 
含 树枝 es 的 基本 回路 有 CCes) .Ctes) ,Cled) 则 
Kles) = {0s, 62, 609,604} 
同 理 可 求 ”K(es)= {e602}, Klos)={e 0s} 
于 是 得 到 基本 割 集 组 如 下 ， 它 们 构成 断 集 空间 的 基底 
Kr={K(e), Kles), Kles), Ker)} 
求 出 基本 割 集 的 各 种 环 和 
K(s DK(es) = {6,005} — KR 
Kle) BRK(es) = {01, 02, 039 04, 00} 
K(e) OR(e) = {0 ,6006} = KR; 
Kles) DK(e) = {6 64 65,20} =RK, 
KR(e)OK (er)= {02,04,05501} = Ks 
Kle DK(e) = {02,63 656,01} 
K(e)OK(e DEK(e) = {0,06s, 06} = Ks 
Kle) DER(es DE(e) = {ey 6, 03, 065367} 
Kl(e) DE(e DER(e) = {00,606,0} = Ke 
K(es) DERE(e DR(e) = {0605,08,01} = Kr 
EKE(a)DKR(a) BK (a) DE(en = {81 0, 65, 06,607} 
通过 辨识 ， 玉 ; ~; 都 是 害 集 ， 加 上 4 个 基本 割 集 ， 全 部 割 集 共有 11 个 ， 余 下 的 4 个 
划 是 断 集 。 与 例 3,32 比 较 ， 两 种 算法 的 结果 完全 一 致 。 
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通过 以 上 分 析 及 例题 ， 我 们 可 以 得 出 如 下 几 点 结论 。 
(1)》 # 阶 连通 图 G 的 断 集 空间 的 元 素 共 有 2”"! 个 〈 包 含 空 集 ) 
(2) % 阶 完全 图 G 共 有 2"-1) 个 制 集 ， 其 中 含 (一 1) 个 基本 割 集 。 
《3) % 个 结 虚 的 树 有 《一 1) 个 制 集 ， 它 们 都 是 基本 制 集 ， 也 是 割 边 。 
因此 一 个 * 阶 连通 图 最 少 有 《+ 一 1) 个 荐 集 ， 最 多 有 “2”…! 一 1) 个 荐 集 。 下 面 简单 
介绍 割 集 矩 阵 。 
定义 3.28 一 个 % 阶 连通 图 G 的 割 集 和 矩阵 记 作 如 = (4:;)， 其 中 
一 位 于 地 在 割 集 K; 中 
”Wo, 否 则 
例如 图 3.60 表 示 的 连通 图 ， 可 以 求 出 它们 全 部 割 集 如 下 : 
Kl= {662,064} 
K:= {e203) 643 60} 
Ks= {ew 60s, 20} 
K,= {e16366} 
Ks= {ezyeayes} 
Ke= {61,062,605, 06} 
K;= {e0304, 605} 


图 的 割 集 矩 阵 为 


Bl Bi 23 B4 05 26 


K[110 1900 
KI101 1-.:10 1 
KEKE:|000111 
K|10 10001 
KsI01 10 10 
Ksll 1100 11 
Ki\10 1 1 10 


定义 3.29 一 个 %# 阶 连通 图 的 基本 割 集 矩阵 8;= (4;y)(r-xe， 其 中 
_ [1, 著 边 a; 在 基本 割 集 到: 中 
“=a 
例如 贺 3.60 所 示 的 无 向 图 ， 给 定 生成 树 T ={61,es,65}, 则 基本 制 集 为 
Ki= {61,629 54} 
2= {02, 63s 049 00} 
Ks= {0s, es, 0} 


图 的 基本 荐 集 矩 阵 为 


G1 G2 063 C4 85 Bs 
EK! 1 101 
和 1 11 
000 1 


~-~oo 
mo 
~ 一 


基本 割 集 矩阵 的 析 为 呈 一 1， 割 集 矩 阵 的 行 向 基 不 是 线性 独立 的 ， 它 的 铁 也 是 邑 一 1， 
一 役 常用 图 的 基本 割 集 矩阵 。 


习题 与 思考 是 


1。 一 棵 树 有 两 个 结 点 的 次 数 为 2， 一 个 结 点 的 次 数 为 3，3 个 结 点 的 次 数 为 4， 问 
它 有 几 个 次 数 为 1 的 结 点 。 

2. 一 棵 树 有 人知 个 结 点 的 次 数 为 2 ，z 个 结 点 的 次 数 为 3 ， 红 个 结 点 的 次 数 为 五 ， 
共 余 结 点 的 次 数 均 为 1， 问 次 数 为 1 的 结 点 有 多 少 。 

3。 男 出 有 7 个 结 点 非 同 构 的 树 。 

1 点 的 树 ， 结 点 的 次 数 和 为 2 一 2。 

5。 证 明 ， 如 工 是 一 棵 树 ， 则 工 中 晤 长 道路 的 超 点 和 终点 的 次 数 均 为 1 . 

6、 证 明 ， 具 有 +#% 个 结 点 及 至 少 %* 条 边 的 图 含有 回路 。 

7. 证 明 ， 看 具有 3 个 或 更 多 个 结 点 的 连通 图 中 ， 至 少 有 2 个 结 点 不 是 割 点 。 

8、 试 证 明 。 连 通 无 沿 图 的 任何 一 条 也 ， 都 可 以 是 生成 树 的 树枝 。 

3。 证 明 或 反 证 下 列 命 题 ， 连 通 无 向 图 G 的 任何 一 条 边 都 是 G 的 某 一 生成 树 的 弦 。 

10. 设 六 和 了 2 是 连通 图 G 的 两 标 生 成 项 ，4& 是 在 六 中 但 不 在 了 ,中 的 一 条 边 。 证 
明 : 存在 一 条 边 8， 它 在 7， 中 但 不 在 T'! 中 ， 使 得 《71 一 {4DU{6} 和 (7;~{5}) U 
{4} 都 是 G 的 生成 树 。 

11. 设 6G=(V，E) 为 连通 图 ee 天， 证 明 ， 妆 卫 仅 当 e 是 GG 的 制 边 时 ，e 才 能 相 侣 
的 任何 一 哥 酝 成 树 中 。 


12。 如 图 3.61 所 示 的 连通 图 ， 求 出 它 的 所 有 回路 。 

13。 如 图 3.61 所 元 的 图 6G， 选取 的 一 棵 生成 树 ， 广 明 
G 的 任 一 回路 至 少 有 一 条 边 是 弦 。 

1， 证 明 ， 完 全 图 任 一 生成 树 的 弦 的 集合 是 一连 道子 
图 。 

15。 设 树 卫 的 某 一 结 点 v 的 次 数 deg《vV)= 玉 ,证 闭 
中 至 少 及 个 次 数 为 1 的 结 点 。 

16。 证明， 在 完全 图 G6 中， 如 GG 至少 有 5 个 结 点 ， 则 对 应 于 任何 生成 树 的 纺 的 集合 至 
少 含有 一 个 回路 。 

17。 图 3.62 给 出 了 一 个 无 向 图 ， 任 意 求 出 它 的 三 棵 生成 树 。 

18。 在 图 3.63 中 ， 取 三 棵 生成 择 工 ,，T:，T3， 分 别 计算 它们 的 权 并 比较 车 大 小 。 


图 3.61 


图 3.62 


19. 试用 Krzwshal 算法 求 图 3.64 的 最 小 生成 树 。 
20. 试用 Prim 算法 求 图 3,65 的 最 小 生成 树 。 


图 3.64 图 3.65 


21, 已 知 世界 六 大 城市 : 北京 〈 也 )， 纽 约 《 玉 )， 巴 黎 〈(P)， 伦 敦 ( 工 ), 东 误 ( 开 )， 
曼 西 哥 〈M)， 试 从 下 表 给 出 的 交通 网 络 中 求 景 小 生成 树 。 


| B | T | EE | N | LT. 

8 ~、 13 51 77 1 68 | 50 

I 13 、 60 了 | 67 | 5 

p 51 60 、 | 57 36 2 

M 77 70 57 ) 和 从 | 20 ! 55 

N 8 87 36 20 忆 | 3 

L | 50 | 39 2 | 55 | 34 | ~、 

单位 ， 百 英里 
22， 根据 简单 有 向 图 的 邻接 短 阵 ， 如 何 才能 确定 它 是 否 是 棵 有 向 树 ?如 果 给 定 的 简单 
有 向 图 是 棵 有 向 树 ， 那 么 应 如 何 确定 它 的 根 和 时。 

”23。 试 举例 说 明 ， 一 个 简单 有 向 图 ， 仅 有 一 个 结 点 的 引入 次 数 为 O， 其 余 结 点 的 J 入 


次 数 均 为 1 不 一 定 是 有 向 树 。 
24. 由 三 个 结 虑 能 够 构成 多 少 种 不 同 的 树 ? 有 向 树 和 有 序 树 ? 
25. 证 明 在 完全 二 元 树 中 ， 边 的 总 数 等 于 2 ( 久 一 1)， 其 中 下 是 树叶 的 数目 。 
26。 证 明 在 完全 二 元 树 中 有 奇数 个 结 点 。 
27, 在 一 棵 完全 元 树 中 其 外 部 通路 长 度 与 内 部 通路 长 度 之 间 有 什么 关系 。 
28. 求 出 图 3.66 对 应 的 二 元 树 。 
29。 求 出 图 3.67 所 表示 的 森林 所 对 应 的 二 元 硅 。 
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图 3.68 图 3.67 
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30. 将 图 3.68 (a )，(b ) 的 二 元 树 转化 成 对 应 的 名 元 树 。 
31， 设 ” 是 树 了 的 一 个 结 点 ， 给 荆 的 树枝 加 上 一 个 方向 ， 可 以 得 到 一 棵 以 ?为 树 根 的 
有 向 树 。 没 如 ;92,9*…* ,vx 表示 ? 的 儿子 ，Si SSg 表示 以 如 ,V2,…svx 为 树 根 的 子 树 中 
结 点 的 个 数 ， 点 v 的 权 定义 为 S1,52,"… ,Sx 中 的 最 大 值 。 
( 1》 对 于 图 3,69 所 示 的 树 ， 计 算 各 结 点 的 权 。 


图 3.68 图 3.69 


(2 ) 具有 最 小 权 的 结 点 称 为 树 的 质心 ， 试 确定 这 梨 树 的 质心 。 

《 3 )》 证 明 一 棵 树 有 一 个 或 古 个 质心 ， 而 且 如 果 有 两 个 质心 ， 它 们 一 定 是 相 邻 的 。 

32。 给 定 树叶 的 权 如 下 ， 1。， 4，9，16，25，36，49，64，81，100， 试 构造 一 棵 
最 优 树 。 - 

33， 设 7 个 字母 在 通讯 中 山 现 的 频率 如 下 ，a: 35%，b: 20%,， ce: 16%，d:; 10%， 
6，10%，f: 5 和 ，g: 5%, 编 一 个 相应 的 二 元 前 组 码 ， 使 通讯 中 出 现 的 字符 申 尽 可 能 短 、 
夯 出 对 应 的 二 元 树 ， 对 下 列 信 息 进行 译 码 。 

100110111000101101100101010001 

34。 构 造 一 个 与 英文 字母 bp，d，g ，o，y，e 对 应 的 前 绥 袜 ， 并 画 出 该 前 绥 码 对 
应 的 二 元 树 ， 再 用 此 六 个 字母 构成 英文 短语 ， 写 出 此 短语 的 编码 信息 。 

35。 设 4 是 二 进 制 序列 的 集合。 现 将 4 划分 成 两 个 子 集 4。 和 4:， 这 里 4 是 4 中 第 
一 个 数字 是 O 的 序列 的 集合 ，4: 是 4 中 第 一 个 数字 是 1 的 序列 的 集合 。 然 后 根据 序列 中 
第 二 个 数字 将 4" 划 分 为 两 个子 集 ， 对 4 也 同样 加 以 划分 。 运 用 不 断 地 将 序列 的 集合 划分 
成 子 集 的 方法 来 证 明 ， 如 果 了 又 是 前 绥 码 ， 则 存在 一 棵 二 元 树 ， 其 中 从 每 个 分 靶 点 引出 的 边 
分 别 标号 0 和 1， 使 得 赋 于 树叶 的 0 和 1 的 序列 是 4 中 的 序列 。 

36. 假设 有 8 件 产 品 ， 它 们 的 外 形 并 无 差异 ， 但 其 中 有 一 件 重 量 不 合 标准 ， 问 怎样 以 
最 少 次 数 用 天 和 祥 找 出 其 中 那个 不 合格 产品 。 

37， 现 要 对 一 批 正 数 进行 分 类 ， 凡 是 不 大 于 20 的 属于 第 一 类 ; 凡是 大 于 20 而 不 大 于 50 
的 属于 第 二 类 ， 凡 大 于 50 而 不 大 于 100 的 属 第 三 类 ， 其 余 的 属 第 四 类 。 假 定 这 批 数 中 属 第 
一 、 二 、 三 、 四 类 数 的 概率 分 别 是 2/18，1718，5718， 和 7/18， 试 用 一 苑 树 来 描述 这 一 判 
斯 过 程 ， 并 说 明 二 元 树 具备 怎样 的 形式 ， 过 程 的 执行 时 间 最 长 或 最 短 。 

38， 设 数组 ， 9，21，5，8，25，7，II，13，I7，14。 

C1) 构造 一 二 元 排序 树 
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《2) 从 树 中 插入 6，30，24 
《3) 从 树 中 删除 13，、25，17， 分 别 画 出 删 除 后 的 树 结构 。 
39。 给 出 下 列表 达 式 的 有 向 树 天 示 。 

(PV (PAQNYA(IPYOAIR) 
40, 设 用 “1” 表 示 线 方 ， 试 用 有 向 树 天 示 下 列 天 达 式 (2x 二 9) (54 一 人 )3 
41。 对 图 3.70 所 示 的 二 元 树 ， 试 用 前 序 遍 历 写 出 访问 结果 。 
42. 用 中 序 遍 历 闪 重复 41 题 。 
43。 用 后 序 遍历 法 重 复 41 题 。 
44。 对 于 图 3.71， 求 ， 
(1) 写 出 图 的 距离 矩阵 忆 。 
《2) 求 出 图 的 中 心 。 
(3 ) 求 出 图 的 中 位 点 。 
45。 求 图 3.72 所 示 的 树 的 中 心 和 半径 。 


图 3.70 图 8.71 图 3.72 


46。 设计 一 程序 ， 求 图 3,73 的 连通 分 支 。 
47， 试用 过 程 DFSB 求 图 3.74 所 示 的 无 向 图 的 所 有 连通 块 。 
48. 试用 过 程 DFSSCC 求 图 3.75 所 示 的 有 向 图 的 所 有 强 连 通 块 。 


阅 四 和 本 wm 四 如 
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图 3.73 图 3.74 图 3.75 


49. 试 证 明 ， 生成 树 的 补 不 包含 牢 集 ， 而 且 制 集 的 补 不 包含 生成 持 。 
50. 设 工 是 图 6G 的 回路 ，4 和 5 是 工 中 任意 两 条 边 ， 证 明 存 在 一 个 割 集 K， 使 LINK 
={4,5} 
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51. 设 。 是 % 阶 完全 图 中 的 一 条 边 ， 求 ; 

《1) 包含 。 的 制 集 数 。 

《2 ) 不 包含 。 的 割 集 数 。 

52. 没 % 和 4&4 是 % 阶 完全 图 的 两 条 边 ， 求 同时 包含 e 和 a 的 割 集 数 。 

53。 在 玉 , 的 所 有 四 上 阶 子 图 中 ， 有 多 少 个 是 割 集 ? 有 多 少 个 不 是 官 集 ? 

54， 证 明 图 的 任 一 生成 树 和 任 一 害 集 至 少 有 一 条 公共 边 。 

55。 证 明 当 量 仅 当 疼 G 的 每 个 结 点 部 处 在 G 的 某 一 回路 上 时 ， 图 G 是 不 可 分 图 。 
56. 在 一 连通 图 G 中 ， 设 S 大 具有 以 下 特性 的 边 集合 。 

《1) 3 与 G 的 任 一 割 集 有 贷 数 条 公共 边 〈 包 括 零 ) 。 

〈2 ) 不 在 在 满足 《LT)》 的 S 的 真子 集 。 证 明 S 是 一 个 回路 。 
57， 试 以 关联 集 为 基底 求 出 图 3.76 (3 )，(b)，( 6 ) 的 全 部 割 集 。 
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图 3.76 


58。 对 于 图 3.76 (Pb )， 任 意 选 定 两 棵 后 成 树 7 和 7:， 分 别 以 它们 所 对 应 的 基本 制 


集 为 基底 ， 求 出 图 的 全 部 割 集 。 


59. 证 明 ， 任 章 三 个 不 同 关联 集 的 交集 必 为 空 集 。 
60。 对 图 3.76 (Pp )， 选 定 生成 树 人 一 {4，5 ,了 ,了 z}， 写 出 害 集 矩阵 及 基 本 割 集 抵 
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第 四 章 平 面 图 


$4.1 可 平 画 图 的 概念 


在 平面 上 画图 时 《例如 电路 图 )， 往 往 会 出 现 一 些 边 的 交叉 ， 萄 为 交叉 边 ,在 实际 工作 
中 ， 尽 量 避 免 或 碱 少 交叉 边 是 很 有 意义 的 ， 例 如 存 制 作 印 刷 电路 板 或 交道 遵 路 的 设计 中 ， 
都 要 考虑 避免 或 碱 少 交 叉 。 有 些 图 形 表面 上 看 边 有 交叉 ， 但 经 过 改 画 以 后 可 以 做 到 边 不 交 
叉 ， 知 图 4.1(a) 的 G， 表 示 四 座 城 市 A!，Az，As,Ai 及 连接 它们 之 问 的 道路 ,这 时 边 ss 与 
oe 出 现 交叉 ， 和 如果 将 图 改 画 成 图 4.1(b》 的 避 ， 则 可 避免 边 移交 又。 但 是 有 些 图 无 论 怎样 
改 画 ， 边 的 交叉 都 无 法 避免 ， 例 如 图 4.2(a) 的 G ，Ai，A:，A, 表示 三 粮 宿 合 ，B,,B， 
B; 分 别 表 示 抽 水 站 、 煤 气 站 及 锅炉 房 ， 边 则 表示 束 设 的 水 、 煤 气 和 暖气 管道 , 理论 和 实践 
都 证 明 ， 这 个 图 无 论 怎 样 改 画 ， 至 少 有 一 条 边 与 其 他 边 交 叉 ， 和 如 图 4.2(P) 的 G'。 


图 4.1 图 4.2 


由 此 提出 一 个 问题 ， 怎 样 的 图 画 在 平面 上 好 不 会 出 现 交 叉 。 全 究 这 类 图 的 特征 及 判别 
方法 ， 不 仅 具有 理论 意义 ， 也 有 很 大 的 应 用 价值 。 本 党 的 内 容 就 是 讨论 平面 图 的 概念 、 性 
质 、 判 别 定理 ， 并 介绍 检测 图 的 平面 性 的 一 个 算法 ， 在 此 基础 上 ， 介 绍 图 的 厚度 、 对 偶 图 
的 两 种 定义 及 特性 ， 以 及 2 一 同 构 的 概念 及 判别 方法 。 

定义 4.1 一 个 图 C 如 果 画 在 平面 上 能 使 任意 两 条 过 除 端点 外 均 不 相交 ， 则 称 G 为 可 
平面 图 ， 和 否则 称 为 非 可 平面 图 。 

一 个 可 平面 图 G 夯 在 平面 上 ， 使 任意 两 条 边 除 端点 外 均 不 相交 ， 称 为 将 G 嵌 人 平面 ， 
蕊 伐 入 平面 形成 的 图 ， 称 为 G 的 平面 表示 图 。 例 如 图 4.1( 2 ) 的 G 是 一 个 可 平面 图 ,(b》 
中 的 它 是 G 的 平面 表示 图 。 而 图 4.2 的 G 则 是 非 可 平面 图 。 

在 第 一 章 中 我 们 已 经 提 到 图 的 折 扑 性 ， 一 个 可 平面 图 与 它 的 平面 表示 图 只 是 一 种 拓扑 
变换 ， 它 们 是 拓 扩 等 价 的 ， 以 后 我 们 将 不 再 区 分 而 统称 之 为 平面 图 ， 并 将 非 可 平面 图 称 为 
非 平面 图 , 
定义 4.2 一 个 平面 图 C ， 如 果 它 的 一 些 边 所 包围 的 区 域内 不 再 有 图 的 结 点 和 边 ， 则 
称 此 区 域 是 图 G 的 一 个 面 。 
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一 个 面 的 局 界 形成 的 回路 常 称 为 网 孔 ， 平 面 图 G 外 部 的 无 限 区 域 也 看 作 是 一 个 面 ， 称 
为 无 限 耐 ， 面 网 孔 所 包围 的 而 称 为 有 限 面 。 两 个 面 如 至 少 有 一 条 公共 边 ， 则 称 此 两 个 而 是 
相 邻 的 。 

图 4.3 所 示 的 平面 图 G， 有 三 个 有 限 面 R，Rs，Rs 和 一 个 无 限 面 Ri。 

辐 是 一 个 平面 图 ， 不 同 的 画 法 可 以 使 有 限 面 成 为 无 限 面 。 如 图 4.4 的 《3a) 可 以 改 男 


图 4.3 图 4.4 


成 Cb )， 但 在 (2) 中 R， 是 有 限 面 ,是 无 限 面 ， 而 在 (5 ?中 Rs 由 成 为 有 限 面 Rs 成 为 无 
限 面 。 

可 以 通过 球 极 平面 投影 (Stereographic Projection) 将 平面 图 的 任 一 有 限 面 变 成 无 
限 而 。 所 请 球 极 平面 投影 就 是 将 平面 上 的 图 形 投影 到 球面 上 或 将 球面 上 的 图 形 投影 到 平面 
上 。 方 法 是 将 一 球 $ 置 于 平面 刀 上 ， 球 与 平面 的 接触 点 称 为 球 的 南极 ， 记 作 * ， 球 面 上 端 
点 为 * 的 直径 的 另 一 端点 记 作 少 称 为 投影 中 心 《 即 球 的 北极 )。 将 平面 PP 上 的 任 一 点 ? 与 投 
影 中 心 儿 用 一 直线 连接 ， 连 接线 与 球面 必 有 一 交点 而 且 交 点 是 唯一 的 ， 下面 -上 的 所 
有 点 与 球面 上 除 》 虚 外 的 所 有 点 建立 了 一 一 对 应 的 关系 ， 利 用 这 种 投影 方法 ， 可 将 平面 上 
的 图 形 投影 到 球面 上 ， 反 之 亦 然 ， 如 图 4.5 所 示 。 

如 果 要 将 平面 图 G 的 某 一 有 限 面 全 变 为 无 
限 面 ， 可 对 将 此 平面 图 按 球 极 平 而 投影 法 投影 
到 球面 上 ， 然 后 在 球面 上 与 尺 对 应 的 区 域内 任 
选 一 点 ， 转 动 球 使 恋 点 成 为 投影 中 心 ”， 再 把 
球面 上 的 图 投影 到 平面 上 ， 所 得 到 的 平面 图 它 
的 无 限 面 就 是 尺 。 

外 此 可 见 ， 一 个 图 可 嵌入 平面 上 一 定 也 可 

的 45 位 人 球面 上 ， 反 之 亦 然 。 
定义 4.3 在 平面 图 中 ， 构 成 面 怀 的 周 界 的 边 的 数目 , 称 为 面 尺 的 次 数 , 记 作 deg(RR)。 

如 图 4.3，deg(RR) 二 3，deg(R2) 二 3，deg(Rs) 二 3。 这 里 要 指出 ， 如 果 e 不 在 任 一 回 
路 中 ， 它 必然 是 无 限 面 的 一 条 边 ， 在 计算 无 限 面 的 次 数 时 ，e 要 计算 两 次 ,因此 对 于 图 4,3 
的 无 限 面 尺 ， 应 有 deg(R4) 一 7。 

定理 4.1 一 个 有 限 平 面 圆 ， 面 的 次 数 和 等 于 边 数 的 二 伐 ， 即 


Ddeg(Ri) =2%m (4.1) 
其 中 因为 图 的 边 数 ，， 为 面 数 。 
证 ;因为 任何 一 条 边 ， 或 者 是 两 个 面 的 公共 边 ， 或 者 只 是 无 限 面 的 边 ， 在 计算 面 的 导 
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界 时 都 会 重复 计算 一 次 ， 所 以 面 的 次 数 和 等 于 边 数 的 二 倍 。 I 


$4.2 平面 图 的 性 质 


连通 平面 图 的 -个 重要 性 质 就 是 它 的 结 点 数 汪 ,. 边 数 包 和 面 数 *〈 包 括 无 限 面 ) 之 问 存 
在 着 一 个 简单 的 关系 ， 即 下 面 定理 所 给 出 的 公式 〈 欧 拉 公 式 ? 

定理 4.2 〔 欧 拉 公 式 ) ”在 一 个 有 ” 个 面 《 包 括 无 限 面 》 的 《%”,m%) 连通 平面 图 
中 ， 下 式 成 立 


nm+r 一 2 (4.2) 

证 ， 用 归纳 法 证 明 (对 面 数 进行 归纳 》 

设 * =1《〈 一 个 而 )， 则 图 不 含 回 路 ， 图 又 是 连通 的 , 故 必 然 是 一 柠 树 , 根据 树 的 性 质 ， 
有 侣 三 % 一 1， 因 而 公式 〈4.2) 成 立 。 

设 + =2，( 含 两 个 面 )， 必 然 一 个 是 有 限 面 ， 另 一 个 是 无 限 面 ， 即 图 只 有 一 个 网 孔 , 这 
样 的 图 其 形状 有 如 下 三 种 可 能 | 

1) 图 只 有 一 个 带 自 环 的 结 点 ， 如 图 4,6《 a 》 

2) 图 是 一 个 多 边 形 ， 如 图 4.6(b) 

3)》 图 只 有 一 个 回路 ， 另 一 些 边 不 构成 回路 ， 如 图 4.6(c 》 

所 有 以 上 情况 ， 图 的 结 点 数 与 边 数 的 关系 均 为 所 二 %w， 因 而 公式 〈4,.2》 亦 成 立 。 

设 ” = 亡 时 公式 成 立 ， 即 % 一 % 十 月 =2， 当 ?7 二 +1 时 图 的 结 点 数 和 边 数 分 别 以 
%' 和 m/' 表 示 ， 下 面 证 明 等 式 %' 一 m' + (+1) 二 2 亦 成 立 。 

设 面 数 为 时 的 图 为 G， 今 在 6G 的 任 埠 两 个 不 相 邻 搂 的 结 点 之 间 加 上 一 条 边 ， 得 到 面 
数 为 +1 的 图 G'， 它 的 边 数 Mr = 台 十 1， 结 点 数 M' =? 因而 % 一 ol 十 (天 二 IT) 一 名 一 殉 十 
下 2， 因此 公式 〈4.2》 亦 成 立 ， 定 理 得 证 。 E 

应 当 指 出 ， 欧 拉 公 式 只 适用 于 连通 平面 图 ， 如 果 图 不 是 连通 的 ， 公 式 不 成 立 ， 例 如 图 
4.7 是 个 非 连 通 平面 图 ， 它 的 % 一 8， 轨 二 8， 一 3， 则 和 一 好 十 了 一 3 所 2 
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图 4.6 图 4.7 
推论 1: 设 G 是 一 个 有 ?个 结 点 已 条 边 的 简单 连通 站 而 图 ， 若 # 之 3， 则 
HEBH—6 (4.3) 
证 : 因 G 是 简单 平面 图 ， 故 每 个 面 的 边 数 至 少 是 3， 设 有 ?+ 个 面 ， 则 各 面 的 次 数 和 为 
Ddeg(R)=2m23r 
i=1 
由 式 《4.2) 得 > =2+ 吉 一 %， 代 人 人 上面 不 等 式 即 得 


mIn—6 


+ 99 » 


推论 2， 车 G 是 简单 连通 平面 图 ， 则 G 至 少 有 一 个 结 点 它 的 次 数 小 于 等 于 5 。 
证 :用 反 证 法 ， 设 G 的 所 有 结 点 的 次 数 都 大 于 等 于 6 ， 则 结 点 次 数 和 


DAeglr) =2%>0 7 


PE 了 
即 加 这 3m%， 与 式 〈4,2》 谭盾 ， 喜 G 不 可 能 所 有 结 点 的 次 数 都 在 6 以 上 ， 即 至 少 有 一 结 点 
的 次 数 小 于 等 于 5 。 a 
推论 3， 若 G 是 简单 连通 平面 图 且 结 点 数 # 源 3 ， 则 面 数 
7 二 273 一 4 (4.4) 


证 : 由 公式 (4.2) 和 (1,3) 得 
IM5 一 ?十 玫 一 2 三 3% 一 6 
故 7 SIN 4 I 
推论 4， 车 连通 平面 图 《%*,m》 每 个 面 的 次 数 均 为 六， 则 
= 2 (4.5) 


证 :每 一 面 的 次 数 均 为 六 ， 则 所 有 面 的 次 数 和 


DB deg Ri =kr=2m,， + 二 
i=1 


代入 公式 (1.2) 整理 后 即 得 
k(n 2) 
AR I 


ns 


推论 5， 营 个 是 一 个 不 含 及 ; 的 简单 连通 平面 赂 ， 则 
MINH 4 {4.6) 


证 : 由 于 不 含 民 * 且 是 简单 连通 乎 面 图 ， 故 每 个 面 的 次 数 大 十 等 于 4 ， 即 


Dadeg (RN)=2m47+, WT > 地 
i=1 
代入 公式 (4.2) 整理 后 即 得 
29 一 4 [| 
定义 4.4 具 在 平面 图 6G 的 任意 不 相 邻 两 点 之 间 加 上 一 条 边 得 到 的 赂 成 为 非 平面 图 ， 
则 称 G 为 极 大 平面 图 。 
图 4.8 所 示 即 是 一 个 极 大 平面 图 。 
定理 4.3 极 大 平面 图 的 每 个 面 都 由 三 条 边 围 成 。 
证 ， 用 反 证 法 ， 设 存在 一 有 限 面 R:， 它 由 4 条 以 上 的 边 围 成 ， 即 qe&g(RD 之 14， 不 失 
一 般 竹 ， 可 假定 deg( 有 R:) 二 4， 并 设 其 周 界 形成 的 回路 为 v102v0304v1， 如 图 4.9 所 示 。 


mm ~ . . 加 


ol | 
的 
1 
5 a 到 全 加 
图 4.8 图 4.9 


“100 。 


如 如 与 v3 不 邻接 ， 则 可 在 面 R; 内 连接 v 与 % 而 不 破坏 图 的 平面 性 ， 这 与 @ 是 极 大 
平面 图 相 亨 盾 。 如 与 v3 已 在 面 R; 外 连接 ， 则 ww 与 v4 在 面 R; 外 必 无 联 线 (否则 联 线 
oo 与 ui 必 相 交 而 与 平面 图 的 假设 相 铸 秆 ), 这 时 可 存 面 R; 内 连接 om 号 避 而 不 破坏 网 的 


平面 性 ， 也 与 G 是 极 大 半 面 图 由 矛盾 ， 因 此 有 大 干 等 干 4 条 边 的 面 的 束 而 效 不 会 是 极 大 平 
而 图 ， 即 极 大 平面 图 每 个 面 都 由 三 条 边 围 成 。 有 
定理 4.4 ” 极 大 平面 图 的 结 点 数 %*， 边 数 澡 及 面 数 ? 满足 下 列 等 式 
WH=3%—6, fF 一 2 和 一】 (41.7) 
证 : 网 极 大 平面 图 每 个 面 由 三 条 过 围 成 ， 所 以 
3 一 2 凡 


将 == 持 如 或 坟 一 写 代 入 公 式 《4.2》 即 符 
m=3%—6y 7 一 2 到 一 二 [i 
定理 表明 当 结 点 数 给 定时 ， 极 大 平面 图 是 边 数 及 面 数 最 多 的 平面 图 。 
定理 4.5 设 G 是 结 点 数 # 守 4 的 极 大 平面 图 ，8(G) 为 G 的 结 点 的 最 小 次 数 , 风 
6G)3 {1.8) 
证 ， 设 v 是 G 的 任 一 结 点 ， 从 C 中 去 掉 ? 及 与 关联 的 边 得 到 的 图 6' 仍 是 平面 图 , 结 
点 9 处 在 G’ 的 一 个 面 内 ， 这 个 面 的 周 界 至 少 由 三 条 边 围 成 ， 即 周 界 上 下 少 阁 三 个 结 点 ,由 
于 G 是 极 大 平面 图 ，” 与 这 个 周 界 上 的 所 有 点 -一 守 都 有 这 联接 ， 所 以 结 点 ， 的 次 数 大 于 等 
于 3 ， 命 题 得 证 。 U 


$4.3 平面 图 的 判别 


在 这 一 节 中 我 们 来 探讨 怎样 判别 一 个 图 是 平面 图 还 是 非 平 面 图 。 
上 一 节 讲 的 欧 拉 定理 及 其 推论 所 给 出 的 公式 ， 找 述 了 平面 图 的 性 质 ， 洲 面 图 一 定 具 备 
这 些 性 质 ， 因 此 让 具备 这 些 性 质 的 图 一 定 不 是 平面 网 。 
图 4.10 给 出 的 两 个 图 ( a ) 和 (b ， 分 别 用 Ks 和 下 ,4 来 表示 ， 对 寸 这 两 个 图 ， 有 各 
下 定理 。 
定理 4.6 Ks: 和 Ks,s 都 是 非 平面 终 
证 ， 对 于 Ks,，%==5， 圾 二 10， 则 
10>3x5—6=9 
不 满足 公式 (4.3)， 故 K; 是 非 平声 图 。 
对 于 下;,s， 图 不 含 Ks，#% 二 6 一 9， 则 
9>2x6~4=8 
不 满足 公式 (4.6) ， 硕 Ks,s 也 是 非 平面 图 。 [ 
以 后 称 图 Ks 和 Ks,s 为 基本 非 平面 图 。 
欧 拉 公式 及 兴 推 论 ， 给 出 了 平面 图 的 必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 ， 因 此 满足 这 些 条 件 的 
图 不 一 定 是 平面 钢 ， 例 如 图 天:,。 满足 公式 (4.3)， 但 它 却 不 是 平面 图 。 
1930 人 第，Kuratowski 给 出 了 判定 平面 图 的 一 个 充 要 条 件 ， 在 引出 这 一 定理 之 前 ， 先 
介绍 图 的 二 次 结 点 内 同 构 的 概念 。 
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插入 -次 结 点 删除 二 次 结 点 


名 4.10 图 4.11 


一 个 图 5 ， 如 时 在 它 的 边 二 加 入 一 个 结 点 ， 使 -… 条 边 分 成 两 条 边 ， 我 们 称 为 对 图 插 
入 二 次 结 点 ， 如 图 4.11(a》 所 示 。 若 在 图 中 去 掉 与 两 条 边关 联 的 结 点 ( 称 此 结 点 为 二 
次 结 点 ) 使 两 条 边 化 成 一 条 边 ， 我 们 称 为 对 图 G 删除 如 图 4.11(b) 所 示 。 最 
然 对 一 个 图 插入 或 删除 二 次 结 点 ， 都 不 会 影响 图 的 平 
定义 4.5 图 Gi 和 Ga 称 为 是 二 次 结 点 内 同 构 的 
过 反复 播 入 或 删除 二 次 结 点 后 而 成 为 同 愧 的 。 


门 原来 就 是 同 构 的 ， 或 者 通 


内 同 构 的 。 由 图 可 网 ， 尽 管 二 次 结 点 内 同 构 
的 两 个 图 有 着 不 同 的 结 点 数 和 边 数 ， 但 它们 
具有 相同 的 面 ， 所 以 从 图 的 平面 性 来 看 ， 二 
次 结 点 内 同 构 的 图 具有 相同 的 特征 。 

定义 4.6 设 G= (WI，E1) 是 图 GG= 
(7， 五 ) 的 一 个 子 图 ， 称 下 述 边 的 集合 为 图 


图 4.12 的 (a),(b ) 两 个 图 是 二 次 结 点 


‘ay . by 
图 4.12 


GG 相对 Gi 的 片 (Piece)。 
(1) 一 条 边 (4#，v)EEB 且 #9 EV' 但 (#，v) $FEi。 
《2) 6 一 G1 中 的 连通 分 支 ， 共 中 任意 两 点 之 间 的 简单 路 径 ， 除 端点 外 不 含 Gi 的 
片 与 G, 的 公共 结 点 称 为 片 的 接触 点 。 具 有 两 个 或 更 多 接触 点 的 片 称 为 桥 (Bridge)。 
例 4.1 如 图 4.13(a) 所 示 的 图 GG， 取 回路 C= (vy02,03904,v5801) 作为 子 图 G1( 图 


中 的 粗 线 )， 则 台 相 对 G, 的 片 有 四 个 ， 如 图 4.13(b )， 它 们 分 别 是 
Bi={(v, 05)} 


Bi 的 接触 点 是 ma，zs。 
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Bi= {Cv2,07), C9108), (Vs V8), Vers) (C07 09), CVes va)} 
好: 的 接触 点 是 v2，v1，vs。 
Bi={(945010), CVas01s)s (vi0 0911)} 
BB 的 接触 点 是 we 
Bi={(02,05), C03s09), Co 09)} 
Bi 的 接触 点 是 22,v3, v4。 
BB1, Be, Ba 都 有 两 个 以 上 的 接触 点 ， 因 而 都 是 桥 ，Bs 则 不 是 桥 。 
定理 4.7 (Kuratowski) 一 个 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 不 含 与 Ks 或 有 s,s 二 次 结 点 
内 同 构 的 子 图 。 
证 ， 必 要 性 ， 设 图 G 是 平面 图 ， 显 然 它 不 可 能 含有 与 s 或 Ks,， 二 次 结 点 内 同 构 的 子 
图 ， 否 则 这 类 子 图 不 可 能 柑 和 平面， 整个 图 G 也 就 不 可 能 嵌入 平面 ， 与 前 提 条 件 广 盾 ， 必 
要 性 得 证 。 
充分 性 ;〈 这 一 部 分 证 明 较 长 ， 读 者 可 以 酷 去 不 读 。 ) 对 边 数 用 归纳 法 证 明 如 下 。 
显然 只 有 一 条 边 或 两 条 边 的 图 一 定 是 平面 图 。 设 少 于 % 条 边 的 图 命题 成 立 ， 我 们 现在 
证 了 明 具 有 和 条 边 的 图 命题 亦 成 立 。 用 反 证 法 ， 即 设 G 不 是 平面 图 ， 但 不 含 与 Rs 或 了 ,二 
次 结 点 内 同 构 的 子 图 。 通 过 证 明 将 导致 矛盾 。 
如 果 G 不 是 平面 图 ， 下 述 推论 成 立 。 
(1) G 一 定 是 连通 图 。 否则 避 的 各 个 连通 分 支 的 边 都 将 少 于 %， 根 据 归纳 假设 都 是 
平面 图 ， 因 而 也 将 是 平面 图 。 
《2G 不 含 制 点 。 否 则 G 可 以 被 制 点 * 分 割 开 ， 由 ( 1 ) 知 每 一 分 支 都 是 平面 图 ， 对 
每 一 分 支 通过 球 极 平面 投影 ， 可 将 割 点 * 投 影 到 平面 图 的 无 限 面 上 ， 于 是 各 分 支 通过 Y 连 
接 后 仍 将 保持 其 平面 性 ， 即 避 将 是 平面 图 。 
(3) 去 掉 G 的 任意 一 条 边 。 一 (4 )， 得 到 图 G' ==G 一 (x,y)， 则 图 G' 中 必 有 穿 
过 ”和 y 的 简单 回路 。 这 是 因为 @ 不 含 出 点， 所 以 G" 是 连通 的 ， 如 果 G' 不 存在 这 样 的 简 
单 回 路 ， 那 么 从 到 的 任何 一 条 路 径 都 必 将 通过 一 公共 结 点 ， 比 如 说 *， 如 图 4.14 所 
示 ， 则 4 将 是 G7’ 的 割 点 , z 将 G' 分 割 为 两 个 连通 分 支 Bl 和 和 Bs, Bl 和 BB 的 边 数 都 少 于 
功 ， 故 Bi 和 B, 应 是 平面 图 ，* 和 分 别处 于 BB 和 Bi 之 中 ， 通 过 球 极 平面 投影 可 以 将 * 
与 》 同 时 投影 到 平面 图 的 无 限 面 上 ， 然 后 连接 %* 和 少 恢复 成 图 人 ，G 将 是 平面 图 ， 与 前 提 
矛盾 。 
综 上 所 述 ， 图 G' =G 一 (%，3) 是 6 的 连通 于 y 
图 ， 比 G 少 一 条 边 ， 因 而 根据 归纳 假设 G 是 平面 
图 ， 并 有 一 条 穿 过 结 点 和 2 的 回路 C ， 事 实 上 这 
桩 的 回路 可 能 不 止 一 条 ， 我 们 选择 其 中 最 大 的 一 条 
回路 作为 C， 所 谓 C 最 大 ,就 是 C 的 内 部 面包 含 6 
尽 可 能 多 的 边 ， 或 者 说 不 能 再 经 过 球 极 平面 投影 将 gl14 
C 的 外 部 面 的 图 联 和 人 CC 的 内 部 面 面 不 失去 平面 性 。 
为 了 叙述 方便 ， 我 们 设 定 C 的 一 个 方向 比如 取 顺 时 针 方 向 ， 如 果 4 和 季 是 C 上 的 结 点 ， 用 
S[a，, 5) 家 示 顺 时 针 沿 着 C 从 4 到 5 ( 含 4 和 5b) 的 点 的 集合 ， 并 用 SCz ,8 SCa， 
五 ,SC4，5) 分 别 表示 SL4,852 一 {4},，SLa， 5] {Bb), sca, 0 一 Ta，p}。 
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由 才 G 是 从 平面 图 C" 上 加 一 条 边 〈% ，,y ) 而 构成 的 ,因此 G' 相 对 C 至 少 有 一 外 部 片 
及 一 内 部 片 ， 否 则 连接 边 〈z ,了 ) 构成 的 G 将 是 平面 图 ， 与 题 设 矛盾 下 面 我们 就 米 分 析 
相对 的 外 部 片 和 内 部 片 的 情况 。 

因为 G' 是 连通 的 ，C 的 外 部 片 必然 与 C 连接 ， 又 因 C 是 最 大 的 ， 每 个 外 部 片 与 (至 
少 有 两 个 接触 点 《否则 这 个 外 部 片 可 聊 人 C 内 ， 与 C 是 最 大 的 相 矛 盾 ) 而 且 至 多 存 两 个 按 
触 点 ， 这 是 因为 如 果 接 触 点 多 于 两 个 ， 则 将 存在 罕 过 结 点 +*， 汪 内 部 边 的 数 日 比 C 更 多 
的 回路 C'， 如 图 4.15 所 示 《图 中 粗 线 表示 回路 C' )， 这 与 C 的 选择 矛盾 ， 由 此 可 知 ，C 
的 所 有 外 部 片 都 是 与 C 恰 有 两 个 接触 点 的 桥 ， 称 为 外 部 桥 ， 它 的 两 个 接触 点 设 为 ,3 。 不 
仅 如 此 ， 而 且 如 果 宇 ES(% 3 )， 则 必 有 7 E SCY，%*)， 这 是 因为 如 果 2， 5 都 在 %* ,2 
的 同一 侧 ， 如 图 4.16， 也 将 存在 比 C 更 大 的 回路 C′ 〈 图 中 粗 线 表示 C')。 因 此 ， 任 一 外 
部 桥 ， 它 的 接触 点 分 布 都 可 用 图 4.17 表 示 。 


了 


图 4.15 图 4,16 


对 于 内 部 片 ， 任 少 有 一 片 与 C 有 两 个 接触 点 ， 设 为 和 5 ,而 且 如 果 4 E S《%*, 3)， 
则 必 有 ES(Y ,“ )， 否 则 便 可 将 边 《% ,了 ) 加 上 ， 恢 复 成 图 G，G 将 是 平面 图 ， 导 至 
矛 后。 同时 至 少 有 一 内 部 片 ， 它 的 两 个 接 船 点 与 某 一 外 部 片 的 两 个 接触 点 是 交叉 的 ， 否 由 
这 一 外 部 片 就 可 以 嵌入 C 的 内 部 而 不 会 破坏 其 平面 性 ， 与 C 是 最 大 回路 相 矛 盾 . 图 4.17 表 
示 了 内 部 片 的 昊 个 接触 点 恰好 同时 满足 这 两 个 条 件 的 情况 。 

由 于 内 部 片 的 接触 点 可 能 不 止 两 个 ， 下 面 根据 它们 的 不 同 分 布 情况 分 别 进行 讨论 。 这 
里 我 们 是 将 边 《%* ,了 ) 加 到 平面 图 G' 上 ， 使 它 恢复 成 图 C ， 对 G 进 行 讨论 的 。 

情况 1 接触 点 4，8 与 *,》, # ,了 均 不 重合 且 形成 相互 交叉 如 图 4.18(a ) 所 示 ， 
则 G 包 含 一 个 与 区 s,s 二 次 结 点 内 同 构 的 子 图 ， 如 图 4.18(b )， 图 中 我 们 把 与 Ks,s 对 应 的 
两 个 结 点 子 集 的 结 点 分 别 用 空心 加 点 和 实心 加 点 表示 。 


图 4.17 图 4.18 
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情况 2 6， 在 4，J 的 同一 侧 ， 不 妨 设 ,8 E SCx 2 )， 此 时 必须 还 有 一 个 接 
秀 点 ES(?，x)， 并 且 内 部 片上 必 存 在 一 结 点 wm 以 及 分 别 连接 ea,5,2 的 三 条 通路 .根据 
6 点 的 位 置 ， 有 如 下 三 种 可 能 ， 

(1) eES(y， 5)， 如 图 4.19(a) ， 则 G 包 含 一 个 与 ;,s 二 次 结 点 内 同 构 的 子 
图 。( 与 情况 1 相同 ， 对 应 的 结 点 集 为 {7 ，3，4 与 {z ，%，c}) 

(2) c ES5(7,%*)， 如 图 4.19(b)， 则 G 也 包含 一 个 与 s,s 二 次 结 点 内 司 构 的 子 
图 。( 与 情况 1 同 ， 对 应 的 结 点 集 为 {# ,y，c} 与 1 了 ,，* ,8}) 

(3) 6 二 了 ， 如 图 4,19(c)， 则 4 也 包含 一 个 与 3,4 二 次 结 点 内 疝 构 的 子 图 。( 对 
应 的 结 点 集 为 从,x,00} 与 {7 ,8,4}》 


与 此 类 似 ， 当 4 ，8 E SC(》,*) 时 ， 也 将 得 出 与 上 述 相同 的 结果 。 
情况 3 4 =*x,8ESC%, 少 )， 此 时 必须 还 有 一 个 接触 点 cE SC》,*), 而 月 内 部 
片上 必 存 在 一 结 点 wm 以 及 由 mm 连接 4,8,c 的 三 条 通路 。c 的 位 置 亦 可 能 有 三 种 即 ，cES 
(32, 了 ),C ES(I%) 及 C = 7 了， 分 别 如 图 4.20( a ),《b),《c》 所 示 。 可 见 无 论 哪 种 
情况 ，G 都 包含 一 个 与 s,s 二 次 结 点 内 园 构 的 了 图 。 


(a) ‘by 


图 4.20 


情况 4 4 =* 且 5== 少 ,此 时 内 部 片 必须 还 有 两 个 接触 点 < 和 ad, 且 c ESC%x,》)， 
4ES(y，x)。 和 如果 连接 4 与 5 的 通路 和 连接 ¢ 与 4 的 通路 有 一 个 以 上 的 公共 结 点 , 则 图 
GG 包含 一 个 与 下 ss 二 次 结 点 内 周 构 的 子 图 ， 如 图 4.21 所 示 ， 图 中 ( 4),(b),(c),(a) 
分 别 表示 接触 点 c ,4 处 子 不 同位 置 的 情况 。 

如 果 连 接 4 与 3 的 通路 和 连接 “ 与 4 的 通路 只 有 一 个 公共 结 点 v6。， 如 图 4.22 的 (3 )， 
《b),(c), 图 G 都 包含 一 个 与 Ki,s 二 次 结 点 内 则 构 的 子 图 。 只 有 当 c = 1 及 4 一 了 时 ,图 
G 包 含 一 个 与 KKs 二 次 结 点 内 同 构 的 子 图 ， 如 图 中 的 (d ) 所 示 。 

以 上 所 有 可 能 情况 都 证 明 ， 和 如 G 是 非 平面 图 ， 则 必定 包含 与 Ks,s 或 Ks 二 次 结 点 内 同 
构 的 子 图 ， 所 以 不 含 与 及;,s 或 Ks 二 次 结 点 内 辣 构 的 子 图 的 图 ， 一 定 是 平面 图 。 充分 性 
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图 4.22 


例 4.2 如 图 4.23(a) 称 为 彼 特 森 (Petersen) 图 , 去 掉 边 《vs, %) 和 (wr, vio) 得 到 子 
图 G' ,如 图 中 (b) 或 (c) 所 示 ， 可 见 G' 与 Ks,s 二 次 结 点 内 同 构 ,因此 签 特 森 图 是 非 平面 图 。 


$4.4 平面 性 算法 


上 一 节 我 们 介绍 了 怎样 判别 一 个 图 是 否 是 平面 贸 的 方法 ， 即 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 ， 从 理 
论 上 讲 ， 这 个 定理 简单 明确 ， 园 满 地 解决 了 图 的 平面 性 判别 问题 ， 但 实际 上 要 判定 一 个 图 
是 否 存在 与 ss 或 Ks 二 次 结 点 内 同 构 的 子 图 并 非 易 事 ， 从 算法 的 角度 讲 这 个 判别 方法 是 
很 复杂 的 。 因 此 导 求 一 个 简单 有 效 的 算法 ， 就 成 为 检测 图 的 平面 性 的 重要 课题 。 这 一 节 我 
们 将 介绍 一 个 较 好 的 算法 ， 并 给 出 一 个 例子 。 
通常 应 用 算法 对 一 个 给 定 的 图 进行 平面 性 检测 时 ， 都 要 对 图 施行 一 些 简化 处 理 ， 使 间 
题 更 为 简单 ， 简 化 处 理 的 步骤 如 下 。 
《1) 如 果 图 G 不 是 连通 图， 则 需要 对 它 的 每 一 个 连通 分 支 进行 检测 
《2 ) 如 果 图 是 可 分 图 《 即 含有 制 点 )、 显 然 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 连 通 块 
都 是 平面 图 ， 因 此 可 以 对 每 个 连通 抉 分 别 进行 检测 。 
，106 。 


《 3 ) 因为 增加 或 删除 自 环 不 会 影响 图 的 平面 性 ， 可 以 将 图 的 所 有 自 环 测 除 。 
《4 ) 平行 边 也 不 影响 图 的 平面 性 ， 在 每 一 对 结 点 之 间 ， 除 保留 -条 边 外 ， 删 除 其 余 
的 平行 边 。 
《5) 二 次 结 点 不 影响 图 的 平面 性 ， 与 二 次 结 点 关联 的 两 条 串联 边 可 以 用 -一 条 边 来 代 
起 《〈 即 删除 二 次 结 点 )。 
反复 进行 第 (4 )，《〈 5 ) 砂 直到 不 能 再 简化 为 止 ， 一 般 将 能 大 大 地 人 简化 一 个 图 。 这 时 可 
进行 如 下 简单 测试 ， 
《1) 如 果 %<< 9 或 4 之 5 风 G 一 定 是 平面 图 (x, 有 分 别 必 示 G 的 边 数 和 结 点 数 。》 
《2) 和 如果?4 疡 3 #4 一 6， 则 GG 一 定 是 非 平面 图 。 
如 果 上 述 两 条 均 不 满足 ， 则 可 用 平面 性 算法 进行 检测 。 
例 4.3 用 上 述 步 骤 对 图 4.24(a) 进 行 简化 ， 可 见 图 G 是 平面 图 。 
下 面 介 绍 由 Demoucron, Malgrange 和 Pertuiset 于 1964 年 提 出 答 测 平 耐性 的 一 个 
算法 。 先 引入 一 个 定义 如 下 。 


图 4,24 
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定义 4.7 设 及 是 图 G 的 一 个 可 平面 子 图 ， 丫 是 及 的 一 个 平面 表示 图 ，B 是 G 相对 也 
的 任 一 个 桥 ， 如 果 B 与 了 的 接触 点 全 都 在 让 的 同一 个 面 的 边界 上 ， 则 称 B 是 可 画 人 的 ， 
并 以 F(B, 顾 》 表 示 在 身 中 所 有 含 的 全 部 接触 点 的 面 的 集合 ， 如 果 没 有 一 个 面 含 B 的 全 
部 接触 点 ， 则 FCB, 起 ) = 

例 4.4 如 图 4.25,(a) 为 图 G,(b) 是 G 的 一 个 可 平面 子 图 及 , (c) 表 示 瑟 的 一 个 平面 表 
示 图 真 及 桥 次 和 了 〈 桥 用 宜 线 表示 )， 可 兄 


FB,, FB)={Ro, R} 
F(B,, B)=$ 


v6 ot ne bt 


vs 0 D2 
0 9 人 
Ca ‘by 
图 4,25 
万 . 于, 卫 平 面 性 算法 
I。 找 出 6G 的 一 个 回路 
2, £1 
3. GioC, CoC 
1 7 2 
5, EMB+-true 
6. While ym—%+2 and EMB do 


begin 


. 求 出 6G 相对 G; 的 每 个 桥 刀 3 
.对 每 一 个 桥 刁 ， 求 FP(B, G1) 
.过 存 在 桥 B, (B, Ci) 一 # then 


begin 


. EMB«-false 
.输出 “G 是 非 平面 图 ” 


end 


. if EMB then 


begin 


,这 存在 桥 B, |F(B, G;)! 二 1 then Re-(B, Gi)else 任 取 一 B 和 R 使 RE FF(B,G;) 
。 找 一 通路 Pi 三 B, 使 它 连接 召 相对 G; 的 两 个 接触 点 

Ci 一 人 十 

。 将 了 Pi; 画 入 C; 的 面 丸 中， 得 到 G+, 的 平面 表示 图 Cj: 

fst+l 


.rert+l 
过 7 二 m4 一 4 十 2 then 输出 “G 是 平面 图 ” 


end 
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end 

算 革 说 切 ， 

算法 是 通过 求 图 的 序列 G4, Ga (GG 忆 Gin1)》 以 及 它们 的 平面 表示 图 G1, 21… 玉 判定 
欧 G 的 平面 性 的 。 如 果 C 是 平面 图 ， 我 们 将 得 到 算法 求 出 的 每 一 人 都 是 C 的 平面 子 网 , 当 
求 出 5m_ar 时 算法 结束 ， 得 到 的 即 是 的 平面 表示 图 。 如 果 G 是 非 玉 面 图 ， 则 算计 在 发 
现存 任 桥 请 ( 相 对 当前 求 出 的 G;) 及 (B, G1) = 时 即 停止 ,所 以 相对 G; 的 每 一 个 恬 刀 ， 
PCB, G79$ 起 Ci 可 成 为 G 的 平面 子 图 的 必要 条 件 。 由 算法 求 图 的 序列 的 第 一 个 图 G, 是 
一 个 回路 〈 算 法 1 一 3 行 )， 前 面 已 讲 过 在 执行 这 一 算 波 前 已 对 图 进行 予 处 理 〈 简 化 )。 所 以 
这 时 图 都 是 不 含 割 点 的 过 通 其 ， 因 此 一 定 能 够 找到 图 的 一 个 加 路， 显然 G, 是 平面 图 。 算 
法 设置 了 一 个 布尔 变 景 EMB, 对 当前 的 5;， 只 要 没有 发 现 台 及 (B, CG;) = 4， 则 EMB 均 
为 真 〈5, 6,12 行 )， 否 则 EMB 为 假 ， 算 靶 结束 并 输出 信息 “C 是 非 平面 图 ?。(9,， 10，11 
行 )。 变 最 * 用 作 记录 当前 6; 面 的 数目 ， 其 初始 值 为 2 ， 每 执行 一 次 循环 体 White(7 一 19 
行 ) 其 值 加 工 。 并 从 全 ; 构造 出 一 个 新 的 图 人 ,1,， 过 程 如 下 ， 先 求 出 G 相 对 Gi 的 全 部 桥 甩 
以 及 每 个 桥 的 五 (B, CG;)，(7,8 行 )， 如 果 有 |F(B, GD)|=1(13 行 )， 说 明 这 个 桥 甩 能 画 入 
人 的 唯一 的 一 个 面 尺 中 ， 这 时 找 出 刀 与 而 尺 的 两 个 接触 点 之 间 忆 中 的 一 条 路 乱 忆 将 忆 画 
入 全 的 面 尺 内 即 得 64,1。 如 果 不 存在 具备 这 个 条 件 的 桥 ， 则 可 在 任意 ,个 桥 刀 中 找 这 样 
一 条 路 径 P;， 将 它 画 入 (B,C:) 的 任 一 面 中 即 得 Cj 《14 一 16 行 )。 上 述 过 程 ，P; 都 
将 使 蘑 个 面 忆 划 分 为 两 个 面 ， 十 是 + 的 值 加 1 (18 行 )， 如 果 忆 是 平面 图 , 由 欧 垃 公 式 ， 而 
数 + 等 于 澡 一 +2， 算 法 结束 并 输出 信息 “G 是 平 面 图 ”"。 如 果 对 算 苇 稍 作 补充 ， 使 计算 
C 时 用 它 的 面 的 集合 { 避 } 米 表示 ， 每 个 画 又 用 它 周 界 上 的 结 点 按 一 定 方 向 (比如 磊 时 针 方 
向 ) 的 序列 来 表示 ， 则 晤 后 输出 的 冰 面 图 可 用 它 的 面 的 集合 表示 。 

可 以 看 出 ， 自 法 的 时 间 复杂 性 主要 在 于 执行 循环 体 While 所 耗费 的 时 间 ， 这 -循环 体 
至 多 快 行 碍 一 和 十 2 次 ， 它 是 以 多 项 式 函 数 为 界 的 ， 虽 然 高 于 线性 时 间隙 数 ， 但 仍 不 失 为 


一 较 好 的 算法 。 
例 4.5 用 D. M. 了 算法 判断 图 G 〈 图 4.26) 的 平面 性 。 
解 ， 一 、 求 G1 
任 取 G 的 一 个 回路 
C= {V1 Ve V3s V4y Cs Ves 2 ) 
G=Gi=C 
如 图 4.27， 于 是 由 对 G1 的 桥 有 
B={(v, 00} 
后 4 vb2 
R2 
D1 
m 加 53 
6 的 6 4 
0 生 
局 
图 4.26 图 4.27 
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Bs={(vs, ve)} 

Bs={(vs, ve)} 

Bs={Cv7, 04), vr, V6), (yr, 93), (v7, Ve), C8, V2), (Ves V1), Cua, ve)} 

F(B, 全) 二 下 (Ba G)=F(Bs, G1)=F(B, G)={R, Re} 

二 、 求 6 

选择 桥 B; 及 面 Ri, 因 B, 只 有 两 个 接触 点 vz 和 vw, 且 连 接 和 wi 的 只 有 一 条 边 (v2， 
v0)， 故 取 路 径 P=vsv4, 将 已 画 入 全 的 面 Ri 中 使 慷 : 分 为 两 个 面 R, 和 RR, 于 是 得 到 图 
全 如 图 4.28 所 示 。 此 时 

F(Bs, Ga) =F(Bs, C2)={R:} 
FBs, G2) 一 《有 Rs Re} 

三 、 求 色 

取 桥 Bs 及 面 Rs, 得 P=vsvs, 将 P: 画 入 G2 的 面 Rs 中 使 R 分 为 两 个 面 Rs 和 Res 于 
是 得 到 Cs, 如 图 4,29， 此 时 


FP(Bs, G0) = {Re} 
PUB, 人 Ge) 一 《人 
四、 求 Co Cs 
取 桥 By 及 面 Rs 将 情 =vsvs 画 入 Cs 的 面 Re 中 将 Re 分 为 已 和 尽 s 并 得 5 到 | C 如 图 
f .30。 接 着 取 桥 54 及 面 RR,， 由 于 Bi 与 Rs 周 界 的 接触 点 有 v1，v4, v6, 任 取 其 中 两 点 比如 
如 与 之 间 的 一 条 路 径 Pi=wwo 将 它 画 入 G4 的 面 Re 中 ，Rs 被 分 为 Rs 和 wo 并 得 到 
Cs, 如 图 4.31。 


图 4,30 
相对 于 Cs 有 桥 


Bs={(ve, v1)} 
。，110 、 


Bs={(vs, v1), (va, 01), (Va, D2), (pa v4) 
F(Bs, Gs) = {Rio} 
了 (Be Gs) = {Rs} 
五 、 求 Go, Gr 
取 桥 Bs 及 面 Rio, 将 Ps 二 vovr 画 入 Gs 的 面 Rio 中 得 Cs, 如 图 4.32。 接 着 取 桥 Bs 及 面 
R，, 在 Bs 中 取 以 与 04 之 间 的 路 径 Ps 一 map 画 和 人 Ce 的 曾 Rs 中 得 C,, 如 图 4.33。 相 对 于 
全 有 
Br={(%s, ua)}，Bs 一 {(ps v1)} 
FB', CD) = {Ru}, FP(Be, C7) = {Ris} 


图 4.33 


六 、 求 Gs, Gs 

取 桥 Bi 将 Pi=vevz 男 入 1 的 面 Ri 中 得 C4, 如 图 4.34。 接 着 将 Bs 的 Po 一 vev 画 人 
名 中 得 Gs, 如 图 4.35。 此 时 有 7 一 太一 4+2 一 10， 程 序 结束 ， 所 得 到 的 Go 即 为 G 的 一 个 
平面 表示 图 亿 。 

最 后 要 说 明 一 点 ， 在 执行 这 一 算法 中 ， 当 求 C1 时 如 果 取 不 同 的 回路 CG， 或 者 在 执行 
算法 第 13 行 时 取 不 有 局 的 入， 则 得 到 G 的 平面 焉 示 图 台 亦 将 不 同 , 但 它们 都 是 拓 朴 等 价 
的 ， 即 可 通过 球 极 平面 投影 相互 变换 。 

例 4.6 用 D.M, 了 算法 判断 图 4.36 中 图 G 的 平面 性 。 


图 4.34 图 4,35 图 4.36 


解 : 取 G 的 一 个 回路 
C= (v1, va, Ys, 01) 
得 G 及 相对 他 ! 的 桥 B1, 如 图 4.37 所 示 ， 此 时 (Bi, G1) = {RR,, Rs} 取 路径 
Pi=vrVetdavs 


将 它 画 入 名 的 面 Rs 中 得 名 及 相对 Gs 的 Bs, 如 图 4.38， 此 时 了 (Bz, C2) 二 {Rj}, 取 路 径 
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将 它 夯 入 Gs 的 面 R: 中 得 ,及 相对 Gs 的 Bs, 如 图 4.39， 此 时 


2 


A 
be 四 3 ea 
bn 四 by 0 
pv 
G1 本 0 号 C3 
Bi 也 
[a a Cs 
图 4.37 图 4.38 图 2.39 
FPF(Bs, 9) = 


结果 得 出 G 是 非 平面 图 ， 算 法 结束 。 


§4.5 图 的 交叉 和 厚度 


把 一 个 非 平面 图 曾 在 平面 上 ， 椒 可 流 免 地 会 出 现 逻 的 交叉 ， 我 们 把 必 不 可 少 的 交叉 数 
称 为 图 的 交叉 数 。 例 如 两 个 基本 非 平 面 图 K;, 和 Ks 的 交叉 数 部 是 1 ， 而 平面 图 的 交叉 数 
则 为 零 。 对 于 一 般 的 非 平 面 图 的 交叉 数 ， 日 前 还 没有 得 出 -个 普遍 适用 的 计算 公式 。 

有 些 问 题 ， 例 如 印刷 电路 、 大 规模 集成 电路 的 设计 中 ， 是 不 允许 出 现 边 的 交叉 的 。 为 
了 避免 交叉 ， 一 种 方法 是 将 交叉 边 通过 电路 变换 成 为 不 交叉 ， 如 图 4,10(a) 的 (XX, X) 与 
(Y. Y) 是 两 条 交叉 边 ， 如 果 在 电路 中 加 入 三 个 或 一 非 门 ， 如 图 中 的 (b), 则 可 避免 交叉 。 

避免 交叉 的 另 一 种 方法 ， 可 将 一 个 非 平面 图 分 成 若干 个 平面 子 图 ， 每 个 平面 子 图 分 别 
画 在 不 同 的 平面 上 。 例 如 设计 的 一 个 印刷 电路 ， 如 果 不 能 在 一 块 印 吊 电 路 板 上 实现 ， 可 将 
它 分 成 壤 干 抉 印 刷 电路 板 ， 那 么 ， 至 少 需 要 多 少 块 印刷 电路 板 呢 ? 这 个 问题 无 论 从 工艺 还 
是 从 经 济 上 考虑 ， 都 是 很 有 意义 的 。 

定义 4.8 将 一 个 非 平面 图 C 分 为 若干 个 子 图 ， 使 每 个 了 网 者 是 平面 图 ， 所 需 了 图 的 
最 少数 目 ， 称 为 图 G 的 厚度 ， 记 作 90(G)。 

由 定义 可 知 ， 平 面 图 的 厚度 为 1 ， 基 本 非 平面 图 Ks 和 Ks,s 的 些 度 都 是 2。 图 4.41 家 
示 完 全 图 有 Ks， 可 见 


x 
4 3 3 
4 6 
7 和 9 
Yr G2 
Ka= GO)GS 


图 4.41 


(Ka) =3 
瑟 在 第 一 和 第 二 个 平面 上 的 边 帮 已 构成 了 平面 图 ， 剩 下 的 边 曾 在 第 三 个 平面 上 , 因此 它 的 
厚度 是 3。 
定理 4.8 非 平面 图 如 的 厚度 


oG | 下 (4.9) 
车 G 不 含 Ks, 则 有 
本 
o> C4.10) 


式 中 声 ，% 分 别 为 图 的 边 数 和 结 点 数 。f x 1 表 东 大 于 等 了 * 的 最 小 整数 。 
证 ， 根 据 式 〈4.3》， 对 平面 图 ， 必 有 
凡生 3 和 一 6 
不 满 吓 上 式 的 图 一 定 大 非 平 面 岗 ， 因 此 对 非 平面 图 ， 一 般 情况 下 有 有 
4 宇 3 8 一 6 
从 而 


此 式 表 示 非 平面 图 G 分 为 最 人 平面 子 图 的 最 少 企 数 ， 但 不 一 定 是 整数 ， 为 此 到 


a 
oO -=| 
车 图 不 含 Ks, 由 式 《4.6)， 则 平面 图 有 


白手 2 
即 
921 
因此 不 含 及 的 非 半 面 因 ， 有 有 
0G)2> 人 [3 E 


必须 指出 ，(4.9) 和 “4.10) 式 给 出 的 8(G) 的 下 界 不 一 定 准确 。 例 如 对 基本 非 平面 
图 及 3， 已 知 w 二 9，% 二 6， 则 由 式 (4.9) 有 


9 = 
We Er 


然而 显然 可 知 0(K5,3) 一 2 
又 如 图 4.42 所 示 的 Petersen 图 是 一 个 非 平 面 图 ， 它 的 
厚度 9==2, 但 由 (4.9) 式 亦 有 


二 匡 -=-: 
下 面 过 论 完全 图 的 厚度 ， 为 此 先 证 明 一 个 引 理 


引 理 4.1 对 任何 实数 5 和 满足 0<s<1 的 正 数 5， 有 
T 81>L 8 +6l 


图 4.42 


式 中 | % J 表示 小 于 等 于 * 的 最 大 整数 
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证 ， 车 5 为 整数 ， 则 
[51= 6,1b+8)=2 
因而 
Tb1=Lb +61 
车 不 是 整数 ， 不 姑 设 # 一 1 之 8 之 % 加 为 整数 ， 则 
1T251=%,18+61 二 和 % 一 1 或， 
因而 
T8125 + 和 
定理 4.9 除 9(K)=0( 及 10) =3 外 ， 对 任何 羽 s(z>>3)， 部 有 


人 > N+? 
or>| +) 


(4.11) 
证 ， 对 于 完全 图 及。 有 
一 工 
Wi A DD) 


代入 (4.9) 式 有 


> [| 


名 (8 一 1) __l -|n+7 
> 


34.6 对 偶 图 


平面 图 还 有 一 个 重要 的 特征 ， 就 是 存在 对 偶 图 ， 非 平面 图 就 没有 这 个 特征 。 下 面 完 介 
绍 对 侦 图 的 概念 。 我 们 约定 ， 下 面 所 讨论 的 图 不 限于 简单 图 。 即 图 可 以 有 自 环 和 平行 边 。 

定义 4.9 设 G=(,) 是 可 平面 图 的 一 个 平面 表示 图 ， 则 满足 下 列 条 件 的 图 G "一 
(V+,，E*) 称 为 图 G 的 对 偶 图 。 

1. 在 G 的 每 一 个 面 R; 内 ， 有 一 点 且 仅 有 一 点 :EV*。 

2， 对 G 的 任意 两 个 面 Ri 和 如 的 公共 边 ex， 存在 且 仅 存在 一 条 边 线 E EB* 使 全 = 97， 
呈 )， 且 与 边 ax 交 叉 。 

3， 当 且 仅 当 ot 是 G 的 唯一 一 个 面 R; 的 边界 时 ，v}》 有 且 仅 有 一 个 自 环 e 人 EB* 且 与 局 
相交 。 

这 一 定义 ， 实 际 上 也 给 出 了 对 侦 图 的 构造 过 程 ， 称 之 为 马 一 过 程 。 

如 图 4.43， 其 中 平面 图 G 用 实 线 表示 ， 它 的 对 侦 图 C” 
用 虚线 表示 。 

用 帮 一 过 程 定义 的 对 侦 图 称 为 几何 对 偶 ， 这 个 定义 也 称 
为 对 偶 图 的 儿 何 定义 。 根 据 这 一 定义 可 得 出 对 偶 图 的 下 列 特 
征 。 

1。 任 何平 面 图 的 对 偶 图 6* 必然 是 连通 图 。 这 是 显然 
的 ， 因 为 平面 图 只 有 一 个 无 限 面 ， 所 以 有 限 面 中 的 结 点 与 各 
有 限 面 中 的 结 点 必然 是 连通 的 。 
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2。G 和 G* 都 是 平面 图 。 
3. 当 C 是 连通 平面 图 时 ，G 和 G* 互 为 对 侦 图 。 
1. 著 4， mY 分 别 表示 G 中 的 结 点 数 、 边 数 和 面 数 ， 而 幸 、ote、 亿 分别 表示 G* 中 对 
应 的 各 数 ， 则 
二 
N=y 
yn 
5。G 中 回路 的 迎 在 G* 中 的 对 应 边 构 成 G* 的 割 集 ， 而 避 的 割 集 在 G* 中 的 对 应 边 构成 
G* 的 回路 ， 反 之 亦 然 ， 且 对 应 的 割 集 和 回路 所 含 的 边 数 相同 。 
应 该 特别 指出 ， 在 定义 4,9 中 ,我 们 称 G* 是 可 平面 图 的 一 个 平面 表示 图 的 对 贷 图 , 原 
因 在 于 一 个 给 定 的 可 平面 图 可 以 有 不 同 的 平面 玫 示 法 ， 即 可 以 通过 球 极 平面 投影 的 变换 获 
得 不 同 的 平面 表示 图 ， 这 些 平面 表示 图 都 是 拓 村 等 价 的 ， 即 外 此 者 是 ' 同 构 的 ， 然 面 按照 
刀 一 过 程 构造 它们 的 对 偶 图 ， 各 对 偶 图 却 不 是 同 构 的 。 例 如 
图 4.44 中 ， 实 线 表示 的 图 是 图 4.43 可 平面 图 的 另 一 平面 者 /or pe 
示 法 ， 虚 线 珍 示 的 图 是 按照 也 一 过 程 得 到 的 对 偶 图 ， 可 以 看 & _- 


出 它 与 图 4.43 的 对 个 图 并 不 同 构 。 就 是 说 两 个 平面 图 是 同 构 ~ SN 
的 ， 它 们 的 对 偶 图 却 不 同 构 。 CN 


一 个 可 平面 图 采用 不 同 的 平面 表示 ， 却 得 到 不 加 的 对 偶 
图 ， 虽 然 它们 不 是 同 构 的 ， 但 进一步 分 析 可 以 得 出 它们 是 2 
一 同 构 的 。 为 了 说 明 这 点 ， 下 面 先 介绍 2 一 同 构 的 概念 。 

定义 4.10 如果 两 个 图 G1 和 G2 的 边 有 一 一 对 应 的 关系 ， 而 且 对 应 边 构成 的 回路 也 
一 一 对 应 ， 则 称 G: 和 C* 是 互 为 ?一同 构 的 。 

图 4.45(a ) 和 (pb ) 的 两 个 图 CGf 和 6z 是 2 一 同 构 的 ， 表 4.1 和 表 4.2 分别 列 出 了 它 
们 的 边 和 回路 的 对 应 关系 。 
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(和 Ep. 家 4.1 表 4.2 
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如 何 判定 两 个 图 是 否 是 2 一 周 构 的 ， 下 面 我 们 不 加 证 明 地 引进 一 个 判别 定型。 
定理 4.10 ”两 个 图 是 2 一 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 具有 相同 的 基本 割 集 矩 阵 。 
例 4.7 如 图 1.45(a)(CP ) 的 两 个 图 G: 和 G:， 取 G1 的 一 棵 生成 树 


*115 。 


T(G)={a, a, f, 8} 
得 到 基本 割 集 如 下 
疏 (@) = {4, b,c} 
Kla) = {ad, c, e} 
K(f)={f} 
K(g)={g, A} 
在 C: 中 边 与 T(G1) 对 应 的 生成 树 为 
T(GN)={h ,fa , 0} 
得 到 菇 不 制 集 如 六 
KC )={h, g', A'} 
K(f ={f ,0 , Ad} 
K(a’) = {a} 
Kl) = {2 ec 
可 和 见 两 个 基本 制 集 也 是 一 一 对 应 的 ， 所 以 Gr 和 G2 是 ?一同 构 疼 。 
这 一 定理 具有 重要 的 型 论 意 义 ， 但 是 用 来 判定 两 个 图 是 玫 2 一 同 构 ， 还 是 相 当 麻 烦 
的 ， 这 起 因为 和 定义 4.10 提出 的 条 体 一 样 ， 首 先 要 找 出 两 个 图 一 一 对 应 的 边 ， 当 图 比较 
复杂 时 ， 要 做 到 这 点 并 非 易 事 。 下 面 我 们 介绍 判定 2 一 同 构 的 另 一 方法 , 称 为 怀特 耐 (Whi- 
tney) 几何 判别 法 。 
定理 4.11 (Whitney) 图 G1 各 Gs 如 果 重 复 应 用 十 列 操作 工 或 操作 工 抽 成 为 同和 构 图 ， 
则 C 和 Cs 是 2 一 同 构 的 。 
操作 工 如 图 存在 割 点 ， 则 在 割 点 处 将 图 切 逢 ， 使 赂 分 成 两 个 或 更 多 的 子 图 。 
操作 下 ” 菩 图 或 它 切 开 后 的 其 信子 图 由 两 部 分 志和 吾 组 成 ， 且 二 者 具有 两 个 公共 点 ， 
例如 是 结 点 4 和 5， 则 把 互 中 这 两 点 的 标号 互 换 ， 即 结 点 4 换 成 标号 5， 结 点 53 换 成 标号 
4 。( 相 当 于 将 图 互 绕 ab 的 中 每 线 翻 转 180 典 ) 
证 ， ”因为 操作 工 或 操作 亚都 没有 改变 图 的 边 数 和 问 路 的 数目 ， 通 过 商 种 操 作 G 和 
Gz 成 为 同 构 ， 说 明 未 施行 两 种 操作 之 前 ， 它 们 的 边 有 着 一 一 对 应 的 关系 ， 而 且 对 应 边 构 
成 的 回路 也 是 一 一 对 应 和 的， 根据 定义 ，G! 和 CG; 是 2 一 同 构 图 。 § 
例 4.8 用 怀特 醒 法 判定 图 4.45(a )，(b ) 的 图 G, 和 C: 是 2 一 同 构 的 ， 步 又 如 下 。 
应 用 操作 工 ， 分 别 将 图 C, 和 G: 从 割 点 处 切 开 ， 得 到 图 C4 和 G4， 知 图 4.46 的 (a 》 
和 (Db ) 所 示 ， 显 然 G4 和 Gs 间 构 。 


Cb) G2 


(9 0 


图 4,46 


例 4.9 图 4.47(z*) 和 (pb ) 的 图 G 和 GC 是 签 此 2 一 同 构 的 。 因 为 按 如 下 步 贩 可 以 使 
宅 们 戌 为 赔 构 图 。 
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第 一 步 ”应 用 操作 工分 别 将 图 G 和 G' 从 割 点 处 切 开 ， 得 到 图 C; 和 GG， 如 图 4.48 的 
(3 ) 和 (b ) 所 未 。 

第 二 步 图 4.48(a ) 中 的 子 图 G:， 由 两 部 分 吾 和 豆 组 成 ， 且 二 者 只 有 两 个 公共 点 1 
和 2 ， 如 图 4.49(a )， 应 用 操作 开 ， 将 妞 的 结 点 标号 1 和 2 互 换 ， 得 到 图 4.49(b ) 

第 三 步 ”图 4.49(b) 中 的 子 图 Gs 也 由 两 部 分 召 ' 和 瑟 ' 组 成 ， 如 图 4.50 的 (a )， 应 
用 操作 三， 将 五 ' 翻转 得 到 图 4.50(b )， 可 见 图 4,50(b ) 和 图 4.48(b ) 两 个 图 是 问 构 的 。 
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图 4.49 
万: 
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图 4.50 


现在 我 们 辐 过 头 来 看 图 4.43 和 图 4.44 所 示 的 两 个 对 偶 图 〈 图 中 虚线 所 示 ) 并 将 它们 

重男 出 如 图 4.51 的 (a ) 利 (Pb ?所 示 , 可 见 如 果 将 (a ) 图 以 1 和 2 为 公共 点 分 为 两 个 子 图 ， 
并 将 其 中 一 个 翻转 ， 则 得 到 的 图 与 (b ) 图 同 构 ， 所 以 这 两 个 对 偶 图 是 彼此 2 一 同 构 的 。 
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‘3 to 
图 4.51 


通过 以 上 分 析 ， 我 们 得 到 对 侦 图 的 一 些 特征 、 下 面 不 加 证 明 地 引 人 一 个 定 埋 ， 作 为 这 
一 问题 的 一 个 小 结 。 

定理 4.12 可 平面 图 G 的 所 有 平面 表示 图 的 对 侦 图 ， 都 是 彼 此 2 一 同 构 的 ， 测 且 如 
果 Gi 是 G 的 一 个 对 倘 图 ，G: 与 G2 一 同 构 ， 则 G: 也 是 G 的 对 企图 。 

根据 这 一 定理 ， 一 个 可 平面 图 的 对 偶 图 可 以 不 是 连通 图 ， 这 样 的 非 连 通 对 价 图 用 忆 一 
过 程 是 无 法 获得 的 ， 由 此 看 出 对 偶 图 的 几何 定义 的 局 限 性 ， 为 了 弥补 这 一 在 足 ， 人们 提出 
了 对 偶 的 组 合 定义 。 

定义 4.11 图 Gt 和 Gs 的 边 一 一 对 应 ， 并 且 当 日 仅 当 C 是 Gi 中 任 一 简单 回路 的 边 集 
时 与 之 对 应 的 边 集 C* 是 G4 的 割 集 ， 则 称 Go 是 G1 的 对 个。 

下 定义 可 知 ， 对 侦 是 相互 的 ， 而 在 几何 对 侦 中 ， 必 须 是 连通 图 才 具 有 这 种 相互 性 。 此 
外 ， 定 义 并 未 提 到 图 的 平面 性 ， 即 组 合 对 偶 不 依赖 于 图 的 平面 表示 ， 因 面 不 存在 几何 对 偶 
中 的 特有 关系 ， 即 


= 
但 是 从 几何 对 偶 的 性 质 可 知 ， 两 个 图 所 为 几何 对 供 ， 也 必然 是 组 合 对 侦 。 

定理 4.13 一 个 图 有 对 贷 的 充分 必要 条 件 是 它 是 平面 图 。 

证 ， 一 个 图 如 果 是 平面 图 ， 则 从 一 过 程 可 知 它 一 定 有 对 侦 图 ， 所 以 这 蛙 只 须 证 明 
非 平面 图 一 定 没有 对 偶 图 即 可 。 由 对 侦 的 定义 可 知 ， 一 个 图 上 只 有 当 它 的 每 一 个 子 图 都 有 对 
偶 时 ， 它 才 有 对 偶 ， 而 非 平 面 图 一 定 含有 与 Ks 或 Ka,s 二 次 结 点 内 辣 构 的 子 图 ， 因 此 只 要 
证 明 ;或 Ks,s 没有 对 偶 ， 即 证 得 任 一 非 平面 图 均 无 对 偶 。 下 而 采用 反 证 法 。 

设 非 平面 图 Ks 有 对 偶 K?， 因 为 Ks 有 

(1) 10 条 边 

C2) 没有 长 度 为 2 的 
(3 ) 没有 两 条 边 的 割 集 

(4) 只 有 4 条 边 和 6 条 边 的 割 集 
由 定义 4.11， 对 侦 图 K; 应 有 
(1》10 条 地、 
《2) 结 点 的 次 数 至 少 是 3 

《3 ) 没有 两 条 边 的 回路 

(4) 只 有 4 条 边 和 6 条 边 的 回路 

现在 来 分 析 K?， 由 ( 4)， 至 少 有 $6 个 结 点 ， 如 KE 有 6 个 结 点 ， 并 少 10 条 边 ， 则 图 
必然 有 至 少 一 个 两 条 边 的 回路 或 3 条 边 的 回路 ， 与 3 应 有 的 条 件 矛 盾 。 如 及? 的 结 点 数 
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路 


超过 6 ， 由 于 每 一 结 点 次 数 至 少 是 3 ， 因 而 边 的 数目 必 大 于 10， 又 与 (1 ) 了 矛盾 。 所 以 不 
可 能 存在 的 
同 理 ， 设 非 平 面 图 K,,s 有 对 偶 KK?,3， 因 Ks, 有 : 
(1) 9 条 边 
C2) 没有 两 条 边 的 割 集 
《3) 只 有 4 条 边 和 6 条 边 的 回路 
对 应 地 K$,s 应 有 
《1) 9 条 边 
(2 ) 没有 两 条 边 的 回路 
(3 ) 没有 少 于 4 条 边 的 割 集 
现在 来 分 析 Kt,s， 由 (3 ) 可 知 每 一 结 点 的 次 数 至 少 是 4 ， 因 此 至 少 有 5 个 结 点 , 则 


边 的 数目 至 少 是 10， 与 ( 1 ) 矛 盾 ， 所 以 不 可 能 存在 K$s 
定义 4.12， 如 果 平 面 图 G 与 它 的 对 偶 图 G* 同 构 ， 则 称 G 为 自 对 假 图 。 
图 4.52 所 未 的 四 阶 完全 图 已 ,是 一 个 自 对 侦 图 。 一、、 
由 定义 可 知 ， 自 对 偶 图 有 如 下 一 些 特 点 / 
(1) 自 对 侦 图 的 结 点 数 与 面 数 相 等 ， 即 bs 1 
n= i 
《2) 自 对 侦 图 的 结 点 数 与 边 数 的 关系 为 人 
m=2(4—1) (4.12) -一 


(3) 自 对 侦 图 如 有 自 环 和 时 持 边 ， 则 它们 的 数目 相 


等 。 图 4,52 


《4) 生 对 企图 如 有 平行 边 和 串联 边 ， 则 它们 一 一 对 应 。 
定理 4.14 在 自 对 偶 终 GG 中， 必 存 在 次 数 小 于 4 的 结 点 和 次 数 小 于 4 的 面 。 
证 ， 用 反 证 法 ， 设 G 中 任 一 结 点 的 次 数 都 大 于 等 于 4， 由 式 (2.1) 结 点 的 次 数 和 等 于 
边 数 的 2 懂 ， 则 有 


Bdeglvi) =2m>4n 
i=1 
即 24 
与 (4.12) 矛盾 。 辐 理 ， 设 6G 的 任 一 个 面 的 次 数 都 大 于 等 于 4， 由 式 《4,1) 面 的 次 
数 和 等 于 边 数 的 2 俐 ， 则 有 


BD dog (Ri) 一 2 和 7 


i=1 


即 m2 
因 店 对偶 图 有 

名 一 多 
鼓 2 
也 与 式 〈4.12》 了 矛盾 I 


定义 4.13 不 含 自 环 和 平行 边 的 自 对 侦 图 称 为 简单 自 对 侦 图 。 
简单 自 对 侦 图 除了 具有 一 般 自 对 假 图 的 特点 之 外 ， 还 有 自身 的 特点 。 
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定理 4.15 简单 自 对 候 图 的 结 点 数 % 必 大 于 等 于 1 。 
证 ， 用 反 证 靶 ， 设 部 过 3， 由 式 (4.3) 即 得 
MN 一 83 
而 出 式 (4.12) 有 
m=2(3—1)=4 
产生 了 盾 ， 因 此 不 存在 少 于 :个 结 点 的 简单 自 对 偶 图 。 上 
定理 4.16 芥 G 是 丰产 个 结 点 的 连通 简单 让 对 偶 图 ， 则 G 中 次 数 为 3 的 结 点 至 少 有 
4 个 。 
证 ， 首 先 证 明 G 不 存在 次 数 小 于 3 的 结 点 。 用 反 证 法 ， 荐 存 华 结 点 v; 有 
(1) deg《v2) 一 0， 则 vi 古 阪 点， 与 G 是 连通 图 节 盾 。 
(2 ) deg(vr) 一 1， 则 与 vi 关联 的 边 是 基 桂 边 ， 则 由 自 对 偶 图 的 性 质 (3 ) 知 G 有 自 
环 ， 与 仿古 简单 自 对 偶 图 矛盾。 
(3 ) Ge8(op) 一 2， 则 与 z 关联 的 两 条 边 是 串联 边 ， 则 由 自 对 偶 匮 的 性 质 ( 4 ;知人 有 
平行 边 ， 也 与 G 是 简单 自 对 偶 图 矛盾 。 
因此 G 中 结 点 的 次 数 必 大 于 等 于 3 ， 令 Km 表示 次 数 为 % 的 结 点 数目 (m=3, 4…， 
4 一 1)， 则 有 
Kn>0 
和 Kat+ Kit Kst Ket e+ Ks i= (A) 
由 式 (2,1) 结 点 的 次 数 和 等 于 边 数 的 2 倍 ， 即 


了 ieg(pp) 一 3 下 + 4K1+ 5Ks +6Ket + (%—1) Ks =2m 
i=1 
由 式 〈4.12)， 上 式 可 写成 
3Rs+ 4Ks+5Kst+6Ket. + (n—1)RKs.=4(%—1) (B) 
令 4x(A) 一 (B) 即 得 
Ks—CKs+2Kst3KrtdRst" +(n—5) Ks- =—4 


因 Km 守 0， 旭 
CKR:+2Ke +3Kit+ 4 下 :+ 十 (9 一 5 下。 I>0 
因此 必 有 有 
Ks>4 
即 次 数 为 3 的 结 点 至 少 有 4 个 。 


推论 ， 简 单 自 对 侦 图 和 不 存在 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 。 
网 拉 回 路 和 欧 拉 通 路 的 定义 见 第 八 童 。 


题 与 思考 题 
1， 试 将 图 4,3 的 平 而 图 通 过 球 极 平 商 投影 成 为 另 一 平面 图 ， 使 原来 的 有 限 面 及 : 成 为 


无 限 面 。 
2， 证 明 图 4.53( a ) 和 (b ) 可 由 球面 上 同一 个 图 以 不 同方 式 通过 球 极 平面 投 影 到 平面 
上 而 得 。 


:3120 。 


3， 图 4.54 中 哪些 是 平面 图 ? 哪些 是 非 平面 图 ? 并 将 平面 图 画 在 平面 上 。 
4.。 图 4.55 的 平面 图 各 有 几 个 面 ? 并 求 出 各 图 面 的 次 数 和 。 


办 A 


网 4.53 


这 


Ga) (by 
ay 


图 二 


中 
CY 


‘by 
图 4.55 


5。 一 个 有 % 个 结 点 如 条 边 的 简单 平面 图 G， 游 它 的 每 - "个 面 的 次 数 至 少 是 (>>3) 


MC ep 

， 证 明 ， 少 于 30 条 边 的 简单 平面 图 必 有 一 个 结 点 的 次 数 小 于 等 于 4 。 

， 证明， 在 有 ?个 结 点 15 条 边 的 简单 平面 图 中 ， 每 个 面 的 次 数 都 是 3 。 

， 画 出 所 有 具有 6 个 结 点 航 非 平面 图 ,使 得 任何 两 个 图 都 不 同 构 。 

， 设 一 个 可 平面 图 G 有 28 个 结 点 ， 将 它 嵌 入 平面 后 每 个 面 的 次 数 均 为 4 ， 成 求 图 的 
10. 证 明 : 作 一 连通 平面 图 次 数 为 奇数 的 面 的 数 日 必 为 偶数 。 
11. 设 G 是 一 简单 平面 图 ， 证 明 : 
《a) 车 G 中 各 结 点 的 最 小 次 数 是 4， 则 至 少 有 6 个 结 点 的 次 数 不 超 过 5 
《b) 车 G 中 各 结 点 的 最 小 次 数 是 5， 则 至 少 有 12 个 结 点 的 次 数 是 5 
12. 证明 ， 若 图 G 是 结 点 数 w>>11 的 简单 平面 图 ， 则 其 补 图 是非 平面 图 。 
13。 试 画 出 一 个 结 点 数 % =8 的 简单 平面 图 G， 使 得 它 的 补 图 @ 也 是 平面 图 。 
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cp mo 加 


14. 图 4.56 中 各 图 是 否 是 极 大 平面 图 ? 如 果 不 是 ， 试 在 图 中 添加 边 使 它 成 为 极 大 平 


面 图 。 
ey ‘by © 


图 4.56 


15，, 证 明 ， 任 一 极 大 平面 图 面 的 数 旭 必 为 偶数 。 
16， 试 用 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 说明 图 4.57 所 示 各 图 是 非 平面 图 。 


ia) CD 9 


图 4.57 
路 C=(w，wwp， ws，v4) 作为 半 图 Gi 试 求 出 6 相 


回 


17， 如 图 4.58 所 示 的 图 G， 取 


对 Gi 的 片 。 
18, 试用 $ 4.4 的 简化 步骤 灶 图 4.59 的 图 G 进行 简化 ， 并 判定 C 是 否 是 平面 图 。 
图 4.58 图 4.59 


19。 试用 D, MM. 卫 算 车 判 断 图 4.60( a ) 和 (b ) 两 个 图 的 平面 性 。 


v2 va 


oz 3 nn 四 


2 v5 


‘8 G61 Ch Gr 


图 4.60 


20, 试 画 出 3 个 边 不 重 的 平面 图 C,、G: 和 Gs， 使 它们 都 是 10 阶 完 全 图 Kio 的 生成 
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子 图 ， 且 请 足 
GiUG2 Gs= Ko 
21. 试用 画图 的 方法 说 明 8 阶 完 全 图 Ks 的 厚度 是 2 。 
22. 试用 妃 一 过 程 画 出 图 4.61( a )、( Pb ) 两 个 图 的 对 偶 图 。 
23， 试 找 出 图 4.62(a ) 和 (Pb ) 两 个 图 边 的 一 一 对 应 关系 以 及 相应 
应 关系 ， 从 而 表明 两 个 图 是 2 一 同 构 的 。 


路 之 间 的 一 一 对 


回 


(Ca 《D) 


图 4.61 图 4.62 


24. 试用 怀特 醒 几 何 判定 蔡 判 别 图 4.63 所 示 的 两 个 图 C: 和 G* 是 否 是 2 一同 构 的 。 


AER 


《Ka G1 {hb) G2 


图 4.83 


25。 说 明 一 个 平面 图 G 中 构成 一 棵 生成 树 的 边 对 应 于 其 对 侦 图 G* 中 构成 弦 的 边 。 

26。 证 明 ， 车 @ 是 不 可 分 平面 图 ， 且 所 有 结 点 的 次 数 不 小 于 3， 则 G 的 对 偶 图 6C* 是 
简单 图 。 

27. 证 明 : 车 G 是 3 次 正则 的 连通 平面 图 ， 则 G 的 对 侦 图 C* 的 每 个 面 的 次 数 都 是 3， 
且 面 数 为 2 (% 一 2)。 

28， 试 对 % 之 4 的 每 个 % 值 都 求 出 一 个 在 %* 个 结 点 上 的 自 对 侦 的 平面 图 。 

29. 证 明 ， 辐 构 的 平面 图 的 几何 对 偶 图 必 有 相同 的 面 数 。 

30. 试 举例 说 明 命题 “平面 图 G 有 次 教 为 T 的 结 点 ， 则 其 对 偶 图 G* 有 自 环 ， 车 G 有 
次 数 为 2 的 结 点 ， 则 G* 有 平行 边 ”的 逆 命 题 不 成 立 。 

31, 证 明 : 不 存在 这 样 的 平面 图 ， 它 有 5 个 面 ， 卫 任 二 面 闻 都 至 少 有 一 条 公共 边 。 
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第 也 章 ” 伪 图 与 匹配 问题 


$5.1 偶 图 的 定义 及 性 质 


定义 5.1 设 无 向 图 G=《V,E) 的 结 点 集合 广 能 分 成 两 个 子 集 V 和 V2， 满 足 
VifiVa=$, VI.=V 
且 对 任意 一 条 边 e 一 (vi, v;)E, 均 有 
viEV: 和 viEV, 
则 称 G 为 偶 图 〈 或 称 二 分 图 或 二 部 图 )}。 并 称 了 和 为 6G 的 互补 结 点 村 集 。 
例 5.1 图 5.1 是 一 个 偶 图 ， 它 的 互补 结 点 子 集 为 
了 一 fo Vz, V3, Ya} 
Vas= {vs, Ve, vi} 
从 定义 可 以 看 出 偶 图 的 特点 ， 即 图 的 每 一 条 边 都 跨 接 在 两 个 互补 结 点 子 集 上 ， 而 结 点 
子 集 内 部 任意 两 个 结 点 都 不 邻接 。 由 定义 亦 可 知 , 偶 图 可 以 是 连通 图 ， 也 可 以 不 足 连 通 图 。 
定义 5.2 如果 偶 图 G 的 互补 结 点 子 全 了 中 的 每 一 结 点 都 与 亚 : 中 的 所 有 结 点 邻接 ， 
则 称 G 为 完全 侦 图 。 
常用 Kmyn 表示 一 个 完全 侦 图 ， 其 中 十，% 分 别 表示 了, 和 Vs 中 的 结 点 数 ， 即 1V:| = 
om，|7a| 二 mn。 显 然 完全 偶 图 让 ,有 YW x 4 条 边 。 
图 5.2 中 的 《a ) 是 完全 侦 图 Ks,:， 而 《b》 则 表示 完全 企图 Ks,s。 


四 


D3 
pi ve 


Ds be 到 (a) ‘by 


图 5.1 图 5.2 


一 个 图 如 果 具 有 上 面 的 形状 ， 很 容易 判定 它 是 一 个 侦 图 ， 有 些 图 虽 然 不 是 上 面 的 形 
状 ， 但 是 经 过 改 画 以 后 能 成 为 上 面 的 形状 ， 仍 可 判定 是 侦 图 。 

例如 图 5.3 的 《a 〉 经 疏 画 后 可 成 为 (b)，(¢ ) 经 改 画 后 可 成 为 (G )， 因 而 可 以 判定 
《a)》 和 《〈c) 都 是 偶 图 ， 但 图 〈《e) 无论 怎 样 疏 画 ， 都 不 能 成 为 上 面 偶 图 的 标准 形状 ， 
因而 不 是 偶 图 。 

显然 ， 根 据 定义 或 用 直观 的 改 画 方法 判定 一 个 图 是 否 是 企图 是 不 方便 的 ， 了 因此 有 必要 
寻求 一 个 行 之 有 效 的 判别 定理 。 

定理 5.1 当 且 仅 当 无 向 图 G 的 每 一 个 回路 的 次 数 均 为 偶数 时 ，G 才 是 “个 候 油 。 

说 明 :如果 G 无 回路 ， 相 当 于 任 一 回路 的 次 数 为 0 ，1 视 为 偶数 。 

证 ， 必 要 性 ， 即 车 G 是 侦 图 ， 则 GG 的 任 一 回路 的 次 数 为 偶数 。 
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4 6 2 4 6 
a) Ob) 
1 2 3 1 3 5 
> 
(©) 
4 6 2 4 8 
《Ce 《dy 


5.3 


设 6 中 任意 一 个 长 度 为 % 的 问 路 C=05。, py Vi, vi, pt。 因 G 是 偶 图 因此 可 将 

天 分 为 两 个 互补 结 点 子 集 站 和 下， 因 we 和 vit 是 邻接 的 ， 设 
VY EPL 
必 有 Vi EVs 
辣 理 可 得 
Diss Deo ,Dims EV 
Wi EV 

的 下 标 可 以 看 出 ， 下 标 为 偶数 的 结 点 属于 了 ， 而 下 标 为 奇数 的 结 点 属 十 VV， 
今 wm 属 荆 7a， 故 三 一 1 为 奇数 ， 即 六 为 偶数 。 

充分 性 ， 即 G 的 任 -: 癌 路 的 次 数 为 偶数 时 ，G 必 是 偶 图 。 分 两 种 情况 进行 讨论 

(1) G 是 连通 图 
将 图 的 结 点 集合 了 了 按 下 列 定义 分 为 两 个 子 集 ; 
fedu 与 某 一 指定 结 点 m 的 距离 为 偶数 } 
Va=V —V 

下 面 证 明 V, 和 VV 就 是 斑 的 两 个 互补 结 点 子 集 。 

任 取 图 G 的 一 条 边 。 = (vi, v1), 和 如果。 的 两 个 端点 四 和 vi 都 在 下 中， 如 图 5.4 所 示 
的 那样 得 到 一 个 间 路 C 一 my to Di Vi:， 因 vi, 2;EV1， 按 定义 v: 和 vj 到 ww 的 距离 
都 是 偶数， 再 加 上 边 。 ， 故 回路 C 的 长 度 为 奇数 ， 与 题 设 矛盾 ， 说 明 w 和 vj 不 可 能 部 处 
于 VV 中。 

邵 果 任 意 边 。 的 两 个 端点 v; 和 vi 都 在 中 ， 则 由 定义 
vi; 和; 到 vw 的 距离 都 是 奇数 ， 再 加 上 边 。， 则 间 路 C 的 长 
度 仍 为 奇数 ， 也 与 题 设 陡 盾 ， 说 明 vw; 和 vw; 也 不 可 能 都 处 于 
VV 中 。 因 此 只 有 唯一 一 种 可 能 ， 即 。 的 两 个 端 点， 一 个 在 
TV, 中 而 另 一 个 在 Va 中 ， 由 于 < 是 任意 一 条 边 ， 根 据 偶 图 的 
定义 ，G 是 偶 图 。 图 5.4 

(2) G 是 非 违 通 图 
此 时 可 分 片 讨论 ， 对 G 的 每 个 连通 分 量 应 用 上 面 的 证 明 ， 然 后 合并 起 来 ， 即 可 得 证 ， 
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应 用 定理 检查 图 5.3 的 《a 》 和 (c )， 图 中 加 路 的 次 数 都 是 侦 数 ， 故 都 是 偶 图 而 
(Ce) 图 存在 次 数 为 3 的 回路 ， 故 不 是 侦 图 。 

推论 ， 任 何 一 棵 树 或 天 林 前 是 偶 图 。 

例 5.2 图 5.5(a ) 称 为 殖 尔 施 尔 (Herschel) 图 ， 由 网 可 见 图 的 任 -- 基 本 同 路 的 次 


图 5.5 


数 都 是 偶数 ， 这 些 回 路 的 环 和 所 构成 的 回路 也 必然 是 偶 次 的 ， 所 以 它 是 偶 图 ，( b ) 是 将 它 
画 成 企图 的 标准 型 。 


35.2 匹配 的 概念 


定义 5.3 在 无 向 图 G =(J， 瓦 ) 中 ， 对 边 集 丈 的 任 一 子 集 MG 瑟 ， 如 果 M 中 任意 两 
,条 边 都 不 相 领 ， 则 称 M 为 图 G 的 一 个 匹配 (或 对 集 )。 
所 谓 两 条 边 不 相 邻 ， 即 两 条 边 无 公共 端点 。 
如 网 5.6 的 图 G， 下 列 边 集 部 是 G 的 匹配 。 
Mi={er} 
3 一 el es} 


Ms={e1, 05, eo} 


Ma= {04, esy or} 

显然 ， 图 G 的 任 一 匹配 好 的 任 一 子 集 放生 M， 仍 是 6G 的 匹配 。 

和 中 属于 对 的 边 称 为 匹配 边 ， 匹 配 边 的 两 个 端点 互 为 匹配 点 ， 匹 配 边 的 所 有 结 点 称 为 
甘于 到 饱和 点 ， 和 否则 称 为 非 伯 和 点 。 匹 配 订 的 基数 〈 即 对 中 边 的 数目 ) 记 作 1aMx1。 

设计 是 G 的 一 个 匹配 ， 若 不 存在 另 一 匹配 MY， 满 足 | 四 |>>1MI|， 则 称 M 是 G 的 最 大 
基数 匹配 。 若 G 的 每 个 结 点 都 是 M 饱 和 点 ， 则 称 放 是 G 的 完美 匹配 。 灵 然 ， 完 美 距 配 一 定 
是 最 大 基数 匹配 。 

图 5.7(a) 和 《〈b 分别 给 出 了 图 的 最 大 基数 匹配 和 完美 匹配 。( 图 中 粗 线 表示 匹配 


*，126 。 


边 )。 由 图 可 见 ， 一 个 图 G 的 最 大 基数 匹配 或 完美 匹配 不 是 唯一 的 ,而 图 具有 个 数 个 结 点 ， 
则 是 存在 完美 匹配 的 必 茧 条 件 。 

设 M 是 图 G 的 一 个 匹配 ， 若 G6G 中 存在 一 条 基本 路 径 己 ， 路 径 的 边 是 由 属于 对 的 匹配 边 
和 不 属于 民 的 非 匹 配 边 交替 出 现 组 成 ， 则 称 刀 为 交替 路 。 若 三 的 两 个 端点 都 是 到 的 非 侈 和 
点 ， 则 称 这 条 交 蔡 路 为 可 增 广 路 。 

例如 图 5.8(a ) 中 图 C 的 一 个 匹配 对 为 〈 图 中 粗 线 所 示 ) 


pu 


2 


ve 四 ve 
vs 07 0 


图 5.8 
M={(v, v3), (VW, Ye), (v7, 00)} 


则 Pi= 91s 
是 一 条 交替 路 ， 而 
P2 = ve 

则 是 一 条 可 增 广 路 ， 如 用 E《P) 表 示 路 径 呈 的 边 集 ， 则 

E(P2)= {Cv v5), (ps, V6), (Ws, 07), (Ur, Vs), (Vs, V1)} 

如 果 将 可 增 广 路 P。 上 的 匹配 边 改 为 非 匹配 边 ， 非 匹配 边 改 为 匹配 边 ， 不 在 忆 : 上 的 
匹配 边 保持 不 变 ， 则 匹配 变 为 MK'， 如 图 5.8(b ?所 示 ， 可 以 看 出 MX' 的 边 数 比 对 的 边 数 增 
加 1， 即 


[Ml=|IMI+1 
上 面 由 对 变 为 M' 的 变换 ， 实 际 是 对 这 和 (Ps) 进行 环 和 的 结果 ， 即 
M’'= MOBE(P;) 
定理 5.2 图 G 的 匹配 MM 是 景 大 基数 匹配 当 且 仅 当 G 不 仿 M 可 增 广 路 。 
证 ， 如 果 G 含 有 M 可 增 广 路 忆 ， 由 前 面 的 分 析 显然 可 构造 一 个 新 的 匹配 M = MDE 
(P), 且 |M'| 之 1M1, 因而 用 就 不 是 最 大 基数 匹配 。 
反之 ， 如 果 M 不 是 最 大 基数 匹配 ， 下 面 将 证 明 G 必 会 有 3 可 增 广 路 。 
令 2 是 G 的 最 大 基数 区 配 ， 则 |24'|>> EXi。 
设 


G’=(V, MBM') 
则 G' 是 6 的 生成 子 图 ，G' 的 边 集 是 家 和 2M' 中 不 相同 的 边 的 并 集 ， 而 且 可 以 得 到 

(1) G' 的 边 集中 含 M' 的 边 的 数目 比 含 政 的 边 的 数目 多 

(2) G' 的 任 一 结 点 最 多 关联 ax: 的 一 条 边 或 最 多 关联 对 的 一 条 边 。 

由 《2) 可 知 G' 的 任 一 结 点 的 次 数 或 者 是 0 ,不 然 就 是 1 或 2 ,因此 G' 的 每 个 连通 分 
支 或 者 是 由 M' 和 MM 的 边 交替 出 现 侈 成 的 回路 ， 或 者 是 由 2 和 了 的 边 交替 出 现 构成 的 交 专 
路 ， 由 于 G' 中 对 ' 的 边 多 于 M 的 边 ， 因 此 必 有 一 条 交替 路 己 始 于 M' 的 边 且 终 上 于 MM 的 
。127。 


边 ， 这 条 交 赫 路 的 两 个 端点 对 1 是 饱和 点 ， 对 吝 则 是 非 饱 和 点 ， 因 此 卫 是 G 的 一 条 可 放 
增 广 路 。 

图 的 区 配 理论 是 图 论 的 ~ 个 重要 组 成 部 分 ， 因 为 很 多 实际 问题 都 可 化 为 图 的 匹配 问题 
进行 分 析 和 得 到 解决 。 下 面 将 图 的 匹配 问题 分 为 两 部 分 进行 讨论 ， 即 锦 图 的 匹配 和 一 般 图 
的 此 配 。 


8$85.3 偶 图 的 完全 匹 乳 


所 以 要 把 储 图 的 下 配 问 题 从 一 般 图 的 苞 配 问题 中 抽出 来 ， 作 为 一 个 独立 的 内 容 进 行 计 
论 ， 一 方面 是 由 于 偶 赂 的 匹配 问题 有 它 的 特殊 性 ， 更 为 重要 的 是 它 有 着 更 为 广泛 的 必 洒 ， 
所 谓 人 员工 作 人 安排 河 题 ， 就 是 一 个 典型 的 例子 。 

设 有 % 个 工作 人 员 xi x2，…, oo 安排 做 加 项 工作 任务 名，yz ye 并 不 是 任 - 工作 
人 员 都 能 从 事 任何 一 项 工作 ， 一 般 情况 是 某 一 工作 人 员 只 能 从 事 其 中 某 一 项 或 某 几 项 工 
作 ， 王 是 就 提出 一 个 问题 ， 是 否 可 能 使 每 - -工作 人 员 都 能 分 到 一 项 工作 ? 如 果 不 可 能 ， 怎 
样 合理 安排 使 尽 可 能 多 的 工作 人 员 有 工作 可 做 。 

图 5.9 中 ， 和 i pa way X4s Ms 为 85 个人， os ao 为 5 项 工作 ， 2 能 做 3 
yo 芒 三 项 工作 ， 则 联接 边 #434 3s， 和 为》 如 图 所 示 ，xs 只 能 做 y 一 项 工作 ， 则 联 
接 边 xsy*， 其 他 情况 类 似 ， 于 是 人 员 的 工作 安排 问题 就 成 为 倘 图 的 匹配 问题 。 

定义 5.4 设 V 和 人 是 偶 图 G 一 (了 ， 瑟 ) 的 两 个 互补 结 点子 集 ， 如 果 存 在 匹配 44， 
使 的 所 有 有 结 点 都 是 1 饱和 点 ， 则 称 邓 为 从 三 到 的 完全 号 配 。 

完全 匹配 必然 也 是 最 大 基数 匹配 。 但 是 ， 一 个 倘 区 不 一 定 存 在 完全 匹配 ， 例 如 当 
IVs 之 IVP 时， 如 图 5.10( a ) 所 示 ， 就 不 可 能 获得 完全 匹配 ， 即 使 :V2[ 之 I， 也 不 一 
定 存在 完全 匹配 ， 如 图 5.10(b ) 所 示 。 所 以 , Va! 之 |Vi| 只 是 完全 匹配 的 必要 条 件 而 韭 充分 
条 件 。 


了 Va 
Vi Vs ' 
x nn pz 
x 只 x x2 
ye 73 
问 
x x x 
pa y3 pe 
各 
下 人 »s 
E79 六 六 5 
x ， 
站 {ay ‘by » 
图 5.9 图 5.10 


那么 ， 怎 样 判断 一 个 香 图 是 否 存在 完全 匹配 呢 ? 下 面 给 出 的 Halii 定理 定量 地 解决 了 
这 个 问题 。 
定理 5.3 设 G = (『, 已) 是 一 个 具有 互补 结 点 子 集 六 和 WV 的 偶 图 , 则 G 有 队 太 到 六。 
完全 匹配 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 如 SF,， 均 有 
1IN(A)1 宇 14| (5.1) 
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式 中 N( 人 所 Jr。 为 与 4 中 结 点 邻接 的 结 点 集合 

证 ， 必 要 性 ， 如 果 存在 从 了 到 TV 的 完全 匹配 4， 则 J 中 每 个 结 点 都 是 M 饱 和 点 ， 
六 此 VV 中 任 一 子 集 4 中 的 结 点 在 MM 下 和 (4) 中 的 结 点 配对 ， 显 然 有 | 入 (4) | 之 | 4! 

充分 性 ， 即 如 果 满 足 式 〈5.10)， 则 存在 从 到 7: 的 完全 匹配 。 

采用 反 证 落 ， 设 G 不 存在 完全 匹配 ， 则 TV 中 | 一 nt 个 结 点 不 能 与 Ps 中 wi 个 不 同 
结 点 配对 ， 现 在 假设 找到 G 的 一 个 最 大 基数 匹配 MM*， 则 ,中 至少 有 一 个 结 点 不 是 M* 
饱和 点 《否则 M* 就 是 完全 匹配 了 )， 设 这 个 结 点 为 vo， 我 们 从 ww 开始 找 出 所 有 Me* 的 交 
正路 ， 并 把 这 些 交 赫 路 上 的 结 点 集合 记 作 S ， S 中 属于 Pi 的 结 点 集合 记 作 4， 属 于 V; 的 
结 点 集合 记 作 B, 即 $S=AUB, A4=SNMV,B=SNVs 如 图 5.11。 

根据 交替 路 的 性 质 可 知 ， 与 4 中 结 点 邻接 的 并 4 
点 一 定 是 Me 饱和 点 , 这些 结 点 一 定 都 在 从 wo 开始 yi RR 上 
前 Mr* 交替 路 上 ， 因 此 有 


N(A)=B 《1) 

此 外 ，A4 中 除 w 外 ， 它 的 每 个 结 点 都 与 召 中 的 结 点 ma: 妆 于 

一 一 配对 ， 因 此 有 有 2 _ 
[Bl=|AI-1 (2) 图 5.11 


由 (1) 和 (2) 可 得 
IN(4)|=14'~1<!4 
与 题 设 条 件 5,1) 式 矛盾 。 I 

式 (5.1) 给 出 的 条 件 常 称 为 “ 相 异 性 条 件 ”。 

这 一 定理 的 证 明 为 我 们 寻求 偶 图 的 完全 匹配 提供 了 一 个 较 好 的 算法 基础 。 但 是 应 用 这 
一 定理 来 判别 一 个 偶 轿 是 否 在 在 完全 匹配 是 很 麻烦 的 ， 因 为 必须 检 查 『 的 任 一 子 集 4 是 
否 满 足 相 异性 条 件 ， 如 果 7 有 辐 个 结 点 ， 则 它 有 2 "! 一 1 个 非 空子 集 ， 显 然 ， 当 各 较 大 
时 ， 作 出 判断 需要 的 工作 量 是 很 大 的 。 下 面 介 绍 一 个 充分 但 并 非 必要 的 条件 ， 对 任 一 侦 
图 ， 用 这 个 定理 进行 判断 是 比较 容易 的 ， 因 此 ， 在 应 用 相 异 性 条 件 之 前 ， 可 应 用 这 全 定理 
先 作 判 断 。 

定理 5.4 设 G 一 (P, 万) 是 具有 互补 结 点 子 集 了 和 Ta: 的 贷 图 ， 如 果 

《1) Vi 中 每 个 结 点 至 少 有 {条 关联 边 

《2) 7: 中 每 个 结 点 最 多 有 二条 关联 边 
则 G 有 一 个 从 到 六 的 完全 匹配 。( 上 是 一 个 大 于 零 的 整数 》 

证 ， 因 V 中 每 个 结 点 至 少 有 f 条 关联 边 ， 歼 ,中 任 窟 名 个 结 点 (8 一 1, 2 …， |TV) 
关联 的 边 至 少 有 天 条 ， 这 些 边 都 要 连接 到 『: 的 结 点 上 ， 而 V 中 的 结 点 最 多 与 # 条 边关 
联 ， 因 此 7 中 与 好 条 边关 联 的 结 点 至 少 有 大 个 ， 即 Fi, 中 任意 天 个 结 点 至 少 与 7 中 天 个 
结 点 邻接 ， 由 式 (5.1) 知 ， 存 在 从 7 到 六 的 完全 匹配 。 a 

推论 ， 若 G 是 次 正则 偶 图 ， 则 G 有 完美 下 配 。( >> 0 ) 

定理 5.4 提出 的 条 件 常 称 为 t 条 件 ”。 

如 图 5.12 的 慢 图 中 ， 互 补 结 点 子 集 V 中 的 每 个 结 点 至 少 有 3 条 关联 边 ， 而 VY 中 的 
每 个 结 点 最 多 有 3 条 关联 边 ， 由 t 条 件 可 知 ， 存 在 从 V1 到 7。 的 完全 匹配 。 

应 用 上 面 定理 ， 可 以 解决 所 谓 “ 学 会 理事 长 进 举 ”问题 。 即 设 有 光 个 学 会 ， 例 如 电子 
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学 会 计算 机 学 会 、 航 空 学 会 等 ， 分 别 用 C1, C;,…, Cn 表示， 这 些 学 会 的 集合 ， 称 为 科 
学 技术 协会 ， 用 C 表示 ， 即 

C={cu 62, ,Cm} 
用 Pi 表示 c; (1 所 m) 的 会 员 集合 ， 即 

Pi;={ala 是 c; 的 会 员 } 
P= -=P pd jps 
11 
= {41, 人 an} 

则 了 类 示 科学 技术 协会 爹 体会 员 集 合 。 如 用 结 点 cu cz，*…, cm 表示 各 学 会 ， 用 结 点 wy4-， 
…， an 表示 每 个 会 员 、 若 会 员 az 参加 学 会 cy 和 cr， 则 在 4 与 04, ti 与 Cx 之 疗 连 一 条 边 ， 
于 是 构成 一 个 全 图 如 几 5.13 所 示 。 


A 

Vi c 

Xl 了 2 

天 

ys 
PP 

A 和 5 

图 5.12 图 5.13 


现在 提出 一 个 要 求 ， 要 在 每 个 学 会 中 选 出 一 名 理事 长 ， 学 会 cz 的 理事 长 只 能 从 该 学 
会 的 会 员 中 选 出 ， 而 且 一 人 不 得 兼任 两 个 学 会 以 上 的 理事 长 ， 这 个 问题 就 归纳 为 在 偶 转 中 
是 否 在 在 从 C 到 一 的 完全 距 配 问题 。 从 主 条 件 可 知 ， 如 果 每 个 学 会 至 少 有 记名 会 员 ， 而 每 
个 会 员 最 多 参加 上 个 学 会 ， 那 么 理事 长 的 选举 问题 是 可 以 解决 的 。 

下 面 介绍 求偶 图 完全 匹配 的 一 个 算法 。 

这 一 算法 是 由 Edmonds (1965) 提出 的 。 它 的 基本 思路 是 : 任意 找 出 偶 图 CG 的 一 个 
号 配 M， 著 六 中 的 所 有 结 点 都 是 MM 饱和 点 ， 则 放 即 是 所 求 的 完 全 匹配。 否则 在 六 中 任 
找 一 个 好 非 亿 和 点 ， 比 如 是 zo， 以 m 为 起 点 求 图 CG 中 对 的 交替 路 ， 如 所 有 这 些 交 替 路 的 
终点 都 是 M 狗 和 点 ， 说 明 以 vo 为 起 点 的 交替 路 都 不 是 可 增 广 路 ， 则 图 不 存在 完全 匹配 。 如 
果 有 一 条 实 直 路 的 终点 十 M 非 饱和 点 ， 这 条 交替 路 就 是 可 增 广 路 ， 因 而 可 得 到 边 的 数目 多 
1 条 的 新 匹配 M'， 然 后 再 找 Fi 中 一 个 M' 非 饱 和 点 ， 重 复 上 述 过 程 直到 下, 的 所 有 结 点 
都 成 为 饱和 点 ， 得 到 的 匹配 遇 为 完全 匹配 ， 若 则 图 不 存在 完全 匹配 。 

算法 步骤 如 下 : 

1， 任 给 出 图 G 的 一 个 初始 四 配 放 。 

2， 和 如 M 已 饱和 Vi 的 所 有 结 点 ， 则 训 即 是 完全 匹 卫 ， 计 算 结 束 ， 否 则 进行 下 一 步 。 

3. 找 T 中 任 一 好 非 饱和 点 zo， 令 

A—{vo}, Bo-$ 

4. 如 入 (4) 二 B， 则 图 不 存在 完全 匹配 ， 计 算 结 束 ， 否 则 进行 下 一 步 

5。 找 一 结 点 yEN(4) 一 B 

6. 如 了 是 帮 移 和 点 ， 则 找 出 了 的 配对 点 z ， 令 
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A—AU {2}, BBU {9} 

转 第 4 步 ， 否 则 进行 下 一 步 

7. 存在 一 条 从 wm 到 了 的 可 增 广 路 王 ， 令 

MMODELP) 

转 第 2 步 。 

在 算法 的 第 7 步 中 ， 存 在 一 条 从 vo 到 了 的 可 增 广 路 卫 ， 我 们 可 以 采 用 回 漳 法 找 出 这 
条 路 径 ， 即 在 集合 和 4 中 找 出 与 邻接 的 结 点 2 ， 由 * 经 过 对 匹配 边 到 它 的 写 对 点 区， 如 
此 继续 下 去 一 直 回 渭 到 起 始点 2。， 所 经 的 路 径 即 是 vo 到 少 的 一 条 可 增 广 路 PP。 

例 5.3 求 图 5.14 的 一 个 完全 匹配 。 

1、 任 给 出 一 初始 匹配 


M= {x191, Kays, sy3} 
在 图 5.14 中 ， 属 于 站 的 边 用 粗 线 表 示 。 
2.， 显然， 对 未 饱和 下 : 的 所 有 结 点 ， 找 出 ,中 一 未 饱和 点 :zz。 
A={x2} 
B=$ 
N(CA)={9:, 3} 
3, 因 NN(4) 关 B, 找 一 点 
JEN(A)—B 
4。 因 y 是 必 非 饱和 点 ,i 砍 存 在 一 条 从 zi 到 和 的 可 增 广 路 P=%2yo, EE(P)= {x2y2}， 
M= {%17, Xays, Ksys}D{xa yz} 
= {wy %9ys, Ksy3, Vay2} 
于 是 得 到 一 新 的 匹配 如 图 5.15 中 的 粗 线 所 未 。 由 于 匹配 M 尚 未 饱和 VV 的 所 有 点 ， 程 序 
继续 进行 。 


Vi Vz Vy Va 
x 3 Xl pl 
Ma 3 x 2 
x 2 x3 ya 
Ais » x5 yp 
图 5.14 图 5.15 
5。 找 出 玉 中 未 饱和 点 x 
A={%s} 
B=$ 
NGOA) = {ys} 
6。 因 NCA4) 产 B, 找 一 点 
TEN(A)-B 


7。 入 是 饱和 点 ， 它 的 配对 点 是 Vw， 于 是 
A={x} {xs} ={%4, Lo} 
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B={3:} 
NCA) = {3, ya 5} 
8、 因 (4) 子 B, 找 一 点 


YsEN(A)—B 
9。 ys 是 饱和 点 ， 它 的 配对 点 是 %3， 于 是 
, A={x, xs, Ks} 
Kz ye B= {ys 75} 
NA) = {ye, ys, 49 Ys} 

和 0 10、 因 (4)B, 找 一 点 
so 14 ENCA) 一 如 ， 
xs ps 11。 和 4 是非 饱 和 点 ， 因 市 存在 一 条 从 % 到 yi 的 可 境 广 

图 5.16 路 了 ,用 回溯 法 求 出 这 条 路 径 ， 在 4 = {x4, xs 各 } 中 与 34 领 


接 的 点 为 xi， 由 入 回 湖 到 它 的 配对 点 ys， 在 4 中 找到 与 y: 的 邻 楼 点 xs， 回调 到 了 起 始点 
xl， 于 是 可 增 广 路 
P= xy3%iYe 
ECP)= {x4Ys, Vaxsy Koya} 
M= {X11 Kays, Ja Koy D{x4ys, Xsys, Ks} 
= {iy 3s, Xa Ye, Ada As 
得 到 如 图 5.16 所 示 的 新 的 匹配 (图 中 粗 线 }。 这 时 MM 已 饱和 六 , 的 全 部 结 点 ， 这 一 匹配 即 
为 头 局 到 Fa: 的 完全 匹配 ， 计 算 结束 。 
例 5.4 试 准 放 5.17 所 示 的 偶 图 从 到 7: 的 完全 匹配 
1， 任 给 出 一 初始 匹配 


M= {21, Xsys, Ksys} 
如 图 5.17 中 的 粗 线 所 示 
2. TV 的 点 未 完全 饱和 ， 找 一 非 饱和 点 和 
A={%} 
B=% 
N(A)={92, ys} 
3. 因 入 (4A) 关 B, 找 一 点 
ENA —B 
入 是 饱和 点 ， 其 配对 点 为 2 
A={X, Ma 
B= {ys} 
NOCD = {yr Yi, 3 V4, ys} 
4. 因 和 (4d) 关 也 找 一 点 加 EN(C4) 一 吾 
5 是非 饱和 点 ， 于 是 存在 从 x 到 9 的 可 增 广 路 忆 
五 一 Xi YX2y! 
E(P) = {XY Yaxs, Ky:} 
6, M= {Xayz, aa， sy} D{L Ya, Xara. joy} 
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= {Kiya Kay Eays, May 
新 的 匹配 四 如 图 5.18 中 粗 线 所 示 。 此 时 V1 的 点 尚未 完全 饱和 ， 程 序 继续 进行 。 


ba V2 
vi Ve x 1 
XL 1 
x ys x2 ye 
ry 3 Xa ”3 
a Ed Xt 74 
5 ys 35 ps 
图 5.17 图 5.18 
7， 找 浊 非 饱和 点 %。 
A= {Xs} 
B=$ 


NCD = {yz, 9°} 
8. 因 入 (4) 关 B, 找 一 点 
EN 一 至 
为 是 钨 和 点 ， 其 配对 点 为 * 
A={%s, Xa} 
B={ys} 
N(4) = {ya, ys} 
9. 因 和 (4) 并 B, 找 一 点 
yaENCD -有 
入 是 饱和 点， 其 配对 点 为 入 
A= {x4, Xs, KI} 
B={y;, 2} 
NC = {ya 7} 
10. 因 NN(4 一 BB, 故 图 不 存在 完全 匹配 ， 算 法 结束 。 
以 上 求 完 全 匹配 的 算法 只 要 稍 加 政 动 ， 即 可 用 来 求偶 图 的 最 大 基数 匹配 ， 方 法 是 将 算 
法 中 的 第 4 步 改 为 
4 如 NC4)=B, 则 图 不 存在 完全 匹配 ， 将 m 作为 饱和 点 (或 称 为 伪 饱 和 点 ) 转 第 
2 步 ， 否 则 进行 下 一 步 。 
现 举 一 例 说 明 如 下 : 
例 5.5 试 求 图 5.19 所 示 的 偶 图 的 最 大 基数 匹配 。 
1。 给 出 初始 匹配 
M2= {X12, Kayo, Kyay 
如 图 5.19 中 握 线 所 示 
2， 找 到 了 的 未 饱和 点 xs 
A={%xs} 
B= 
»133 ， 


TY “ py Cd 一 人 ya 3} 


x 喇 3。N(4) 夺 B, 找到 点 
网 着 YEN(A) —B 
ys 因为 饱和 点 ， 共 配对 点 为 xi 
村 A= {xa, £1} 
a 四 
B= {2} 
x 5, Nd) 一 Ts Ya} 
图 5.19 4 找到 点 


3 为 饱和 点 ， 其 配对 点 为 和 


A= {Xs. Ki, 2 
B={y. ys} 
NCA = {ys ys} 
5。 因 N(A4)=B, 所 以 偶 图 不 存在 完全 下 配 ， 将 结 点 2 当 作 饱和 点 ， 转 算法 第 2 步 
6，Z 尚未 会 部 饱和 ， 找 到 非 饱和 点 %， 
A={xs} 
B=% 
N(A)={ys} 
7 入 (4) 声 B, 找到 点 
ysEN(A)—B 
Yr 为 饱和 点 ， 及 配对 点 为 %2， 
A={%s, xs 
B= {ys} 
NOGD) ={9, Ye, yo} 
8， (4 所 B, 找到 点 


EN(D-B 了 oy 

六 为 非 饱和 点 ， 于 是 得 到 从 x 到 yi 的 可 境 广 路 2 ye 
P=xsys%ay x 本 

E(P)= {Ysys, Yera, Kay1} x pa 

M= {x ys, Xays, Kys} PD {xsys, xays, Xay} 4 »% 


= {xiyz, Xa, Kay Xsys} 
于 的 边 如 图 5.20 中 粗 线 所 示 ， 由 于 此 时 六 的 结 点 已 全 部 他 图 5,20 
和 和， 对 即 为 最 大 基数 号 配 。 


85.4 偶 图 的 最 大 权 匹 本 


前 面 我 们 讨论 工作 人 员 的 工作 安排 问题 ， 只 着 眼 于 每 一 工作 人 员 都 能 安排 一 份 工 作 ， 
即 寻 求 从 六, 到 了: 的 完全 匹配 ， 并 没有 考虑 如 何 更 好 地 发 辉 工作 人 员 的 专长 僻 题 , 事实 
上 ， 虽 然 某 个 工作 人 员 能 从 事 几 项 工作 ， 但 并 非 对 这 些 工 作 都 一 样 擅长 ， 如 果 安 排他 从 事 
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他 最 擅 民 的 工作 ， 无 疑 会 取得 更 大 的 工作 效果 。 如 果 在 描述 工作 人 员工 作 安排 的 偶 图 中 ， 
在 边 (x:，y;) 上 标 上 一 个 非 负 实数 wi;=w(x;，yj) 作为 边 的 权 ， 表 示 工作 人 员 各 从事 
入 工作 时 取得 效率 的 值 ， 则 寻求 最 大 效率 的 工作 安排 就 归结 为 寻求 偶 图 的 最 大 权 匹 配 问 
是 。 如 果 把 权 作 为 成 本 ， 则 相当 于 寻求 偶 图 的 最 小 权 匹 配 问题 。 显 然 两 者 的 分 析 方法 是 相 
局 的 ， 我 们 只 讨论 前 者 。 

定义 5.5 设 时 是 偶 图 G 的 一 个 匹配 ， 六 〈3aM) 表示 它 的 边 权 之 和 ， 如 对 G 的 所 有 号 
配 M'，, 都 有 


wM)>w(M’') 


则 称 34 为 偶 图 G 的 最 大 权 匹 配 。 
偶 图 的 最 大 权 匹 配 ， 不 一 定 是 最 大 基数 匹配 或 完全 匹配 。 例 如 图 5.23( a ) 所 示 的 带 
权 侦 图 ,《b) 是 它 的 一 个 最 大 基数 匹配 而 《c ) 则 是 它 的 最 大 权 匹 配 。 


Oe OO 
5 Sor 
x 4 Ya x 8 站 
9 ys 和 on 
OOO pe 
py Ce 
图 8,21 


通常 人 们 和 感 兴趣 的 是 ， 在 完全 匹配 的 基础 上 寻求 最 大 权 匹 配 。 

定义 5.6 设 对 是 带 权 完全 偶 图 的 一 个 完全 匹配 ， 如 对 伟 图 的 所 有 完全 匹配 M“ ， 都 
有 . 

wM) Ew MT ) 
刚 称 闻 为 偶 图 的 最 优 匹配 。 

一 个 完全 侦 图 G， 如 果 它 的 互补 结 点 子 集 V 和 Vs; 的 结 点 数 均 为 x*， 即 P| = 
IV:| = 则 G 有 %! 个 完全 匹配 ， 车 求 出 所 有 这 些 完全 匹配 ， 然 后 在 它们 中 间 找 出 最 优 
的 ， 采 用 这 种 校 举 法 求 最 优 匹 配 无 疑 是 可 以 的 ， 但 当 w 较 大 时 工作 量 将 很 大 ， 下 面 介绍 求 
最 优 匹 配 的 一 个 较 好 算法 。 这 一 算法 是 采取 所 谓 结 点 标记 的 方法 ， 寻 找 图 的 最 优 匹 配 的 。 

定义 5.7 设 G=(V, E) 为 一 带 权 完全 侦 图 ， 若 在 结 点 集合 VV 一 ViUV,， 上 给 出 一 个 
实数 函数  ， 使 对 所 有 的 %; EV 及 y; EV;， 均 有 

Uzi) + wi =x Y)) (5.2) 

则 称 了 为 C 的 一 个 可 行 结 点 标号 ， 并 称 F(o) (2 EV) 为 结 点 v 的 标号 。 

例 5.6 如 图 5.22( 4 ?表示 带 权 完全 偶 图 开 ,*， 如 果 给 出 一 个 标号 上， 使 

Tg) =4, Lx2)=3, L(xa)=2 
Hy)=1, IH(y)=1, L(y)=2 

草 了 是 图 的 一 个 可 行 结 点 标号 。 

如 果 给 出 男 一 个 标号 已 ， 使 

(x) =6, I (%)=5, L(x)=4 
Uy) -=I(y) = (y=0 
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{b) 
图 5.23 


好 也 是 图 的 一 个 可 行 结 点 标号 。 
将 1 和 7 坟 对 结 点 的 标号 标 在 图 的 各 结 点 上 ， 如 图 5.22 中 的 《b》 和 (c) 所 示 ， 可 
见 骨 来 检查 是 否 满足 式 “5,2)， 从 而 判定 给 定 的 1 是 否 是 可 行 结 点 标号 ,将 是 比较 方便 的 。 
定义 5.8 设 1 是 带 权 完全 侦 图 G=(V,E) 的 可 行 结 点 标号 ， 令 边 集 
Er={(%, yD) NTCX) ty;) =w} EE 
划 称 生成 子 图 G4=(V, 1) 为 G 对 应 标号 7 的 等 价 子 图 。 
例如 在 例 5.6 中 ， 对 应 标号 了 和 的 等 价 子 图 分 别 如 图 5.23(4》 和 《8》 所 示 


5.3> 


图 5.23 
定理 5.5 车 1 是 的 一 个 可 行 结 点 标号 ， 如 果 等 价 子 网 G 有 一 完全 | 


24* 就 是 G 的 最 优 匹配 。 
证 设 G: 有 一 完全 匹配 M*， 由 于 G; 是 G 的 和 成子 图 ， 故 M* 也 是 G 的 一 个 完全 


匹配 ， 即 MHz* 的 边 饱 和 了 玉 的 全 部 结 点 ， 因 此 
wh)= OD wp) DD Usd)+ 二 L(y) 


匹配 MM*， 则 j 


rir yD EMY xiEV! YEV? 
= 3 zw 《和 
由 会 区 
此 外 ， 洲 对 是 G 的 任 一 完全 匹配 ， 则 有 
w= 2 way SD Usd)+ 了 Lg)= 3 lv) 
Cayn EM EP 区 的 天 "eV 
即 
wDE > ly) ‘BY 
[3 
由 式 (4) 和 (B) 即 得 ” 
we#) Sw ) 
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em 


豆 M* 是 G 的 最 优 匹配 。 时 . 

这 一 定理 将 寻求 G 的 最 优 匹配 转化 为 寻求 Gi 的 完全 匹配 ,而 寻找 图 完全 匹配 的 算法 ， 
前 面 已 经 介绍 过 了 。 库 轧 一 曼 克 菜 斯 Kuhn 一 Munkres) 在 此 基础 上 ， 提 出 了 求 最 优 匹 
配 的 一 个 较 好 算法 。 

算法 的 思路 是 ， 首 先 对 带 权 完 全 个 图 G 给 出 一 个 可 行 结 点 标号 ! ， 然 后 根据 7 构造 等 
价 子 图 C,， 再 用 求 完 全 匹配 的 算 划 求 C: 的 完全 匹配 (这 时 毋 需 考虑 边 所 带 的 权 ), 若 G1 在 
在 完全 匹配 M*， 则 2M* 即 是 G 的 最 优 匹配 ， 算 法 即 告 结束 ， 否 则 修改 结 点 标号 ! ， 在 新 的 
结 点 标号 下 构造 新 的 等 价 子 图 ， 如 此 不 断 修改 ， 直 到 等 价 子 图 含有 完全 匹配 为 止 。 

由 此 可 知 ， 这 一 算 靶 需要 解决 两 个 新 的 问题 ， 一 是 最 初 的 可 行 结 点 标号 ! 怎样 给 出 ， 


:其 次 ， 在 以 后 的 计算 过 程 中 处 样 修改 结 点 标号 。 


由 定义 可 知 ， 只 站 满足 式 〈5.2) 的 标号 ! 都 是 可 行车 点 标号 ，? 是 一 个 实数 函数 , 它 
可 以 取 无 穷 多 的 值 ， 为 了 简单 方便 ， 通 常 都 取 如 下 的 可 行 结 点 标号 作为 初始 标号 


i(x)=max wx,y), XEV, 
yEV: } 


9)=0, YEVs 
例 5.6 给 出 的 标号 1 即 是 满足 式 (5,4) 的 可 行 结 点 标号 。 
至 于 怎样 修改 标号 ， 下 面 的 算法 中 将 得 到 说 表 。 
库 思 一 曼 克 菜 斯 算法 
1. 给 出 初始 标号 

Ux) =max wy HY)=0, byf=1, 2 

也 
2. 求 出 边 集 

Er={Csx, YI) NH) — LY) =w} 

和 G; 及 G, 中 的 一 个 匹配 对 。 
3， 如 M 已 饱和 7 的 所 有 结 点 ， 则 了 z 即 是 G 的 最 优 匹配 ， 计 算 结束 ， 否 则 进行 下 一 步 
4. 在 了 中 找 一 隆 非 饱和 点 wo， 令 
A<— {yo}, Be——$ 
5。 车 Ne(4)=B， 则 转 第 9 步 ， 否 则 进行 下 一 步 
6。 找 一 结 点 yeE Nol(4) 一 B 
7. 若是 MK 饱和 点 ， 则 找 出 的 配对 点 2 ， 令 
A<— AU{2}, Be—BU{yY} 
转 第 5 步 ， 否 则 进行 下 一 步 
38。 存在 一 条 从 ww 到 了 的 可 增 广 路 王 ， 令 
M<—MOBEP) 


转 第 3 步 。 
9。 @ 按 下 式 计算 4 值 
a= min {1(x) + 1(y;) —ws} 
XEA 
pi Nor(A) 


含 修改 标 导 t 
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Lw) 一 4， 车 v€4d 
[a ow- 十 ia， 车 zhE 民 
L(y), 其 它 
@ 根据 六 求 瑟 " 及 G1 
I0 1e 一 上 ，Gr 一 G ， 转 第 6 步 。 
在 执行 送 一 算法 时 ， 用 矩阵 伍 (G) = (mo)sxo 表示 带 权 完 金 偶 图 是 比较 方 便 的 。 举 例 
如 下 
例 5.7 设 知 为 工人 A， 为 产品 ， $==1;2,3,4，5,w;j 表示 zi 制作 产品 所 取得 的 
利润 ， 得 到 利润 矩 耻 如 下 ， 求 一 最 优 匹配 使 所 得 总 利润 最 大 。 
3 


Miv5 7 7 6 3 
sz2| 4 4 0 4 4 
W=x14 6 6 3 0 
X10 3 3 0 5 
Ns 3 4 3 5 5 


解 1 给 出 初始 标号 I 


(xX1) =max wi;=max(5,7,7,6,3)=7 
1 


xi) =maxtd, 4,0, 4 4) 一 1 
lxa)—=max(d,6,6,3,0)=6 
lx) =max(d,3,3;0,0)=3 
L(xs) =max(3,4,3,5,5) =5 
Ly) = ya) = ya) (ye) = y=0 
2. 求 Er、G5 及 下 配 M。 
将 &) 的 标号 置 于 矩阵 守 行 的 右边 ， 必 3 的 标号 置 于 矩阵 * 列 的 下 边 ， 并 且 把 对 应 
Gi 的 矩阵 元 素 用 黑体 数字 标 出 ， 得 到 下 而 矩阵 ， 对 应 的 等 价 子 图 C, 如 图 5.24 所 永 。 


DY 3 NW 


x xir5 7 7 6 3 7 
x2 pe sj4 4 0 4 4|4 
和 为 W=x14 6 6 3 0|8 
x nh x10 3 3 0 060|3 
加 Mi 3 4 3 5 5 5 
0 0 0 0 0 
图 5.24 
设 在 Gi 中 已 求 出 匹配 (图 5.24 粗 线 所 示 ) 


M= {XY Hy Nayas Ksys} 
3， 如 是 训 非 饱和 点 ， 通 过 如 下 过 程 寻找 内 可 增 广 路 
A: XN NN Ct XI 
NUAD: yayJys 一 yz)3 一 > Ys Ya 


B: $y yas ya 


» 138、 


了 yy 
Z: XN 
可 见 当 4= {zs%;%4} 时 和 (4A) 二 B={y2,y3}， 图 不 存在 完全 匹配 
4， 修 改 标号 ， 求 新 的 等 价 子 图 Gi 
D #4= min {x) + —w} 
xiEd 
p71E Nord) 
= min {22) + 7777) ~—w} 
i=1,3,4 
7=1,4,5 
=min{(7—5),(7~—6),(7—3), (6—4), (6—3), (6—0), (3—0)(3—0),(3—0)} 
=1 
Bx) =IX)—a=7~—1=6 
8 (xs) 一 区 xs) —a=6—1=5 
ZX 一 区 X4) 一 4 一 3 一 1 一 2 
Hy)=i(y) ta=0+1=1 
L(y) =l(y) ta=0+1=1 
其 余 结 点 的 标号 不 变 。 
加 将 新 的 标号 标 在 矩阵 相应 的 右 亿 和 下 方 ， 并 且 把 对 应 Gi 的 矩阵 元 素 用 黑 体 字 标 
出 ， 得 到 下 面 矩 阵 ， 与 之 对 应 的 新 的 等 价 子 图 Gi 如 图 5.25 所 示 《图 中 匹配 边 仍 用 粗 线 表 
示 》 


Ve pe Ys ye Ys x nn 
N15 7 7 6 3.6 ye 
xzl4 4 0 4 4|14 
WwW=%|4 6 6 3 0|5 3 ”» 
Xald 3 3 0 0|2 x ye 
Xs 3 4 3 5 5 5 x ys 
0 1 1 0 o 
5. 因 Y4EN(4) 一 R 是 MM 非 忽 和 点 ， 因 此 存在 一 图 5.25 
条 从 v4 到 y4 的 可 增 广 路 
P=% yy 
六 和 ~” E(P)= {Xey2, Yaxty Tiys} 
型 2 因而 得 到 新 的 匹配 
3 M= {XY Cay Kaysy Kay2y Xsys} 
x 如 图 5.26 中 粗 线 所 示 。 
本 6， 至 此 ， 结 点 已 全 部 饱和 ，Gi 已 达到 完全 匹配 ， 也 是 
a ” 原 带 权 完全 侦 图 的 最 优 匹配 ， 总 的 最 大 利润 为 


W=6+4+6+3+5=24 
这 里 要 说 明 一 点 ， 上 面 给 出 的 算法 是 在 带 权 完 全 偶 图 的 基础 上 进行 的 ， 如 果 提 出 的 问 
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是 所 得 到 的 不 是 完全 侦 图 ， 我 们 可 以 增添 一 些 权 值 为 零 的 边 使 它 成 为 完全 侦 图 ， 例 5.7 的 
利润 矩阵 中 元 娄 为 零 所 对 应 的 边 ， 就 相当 于 添加 边 。 此 外 ， 如 果 侦 图 的 辽 个 互补 结 点 子 集 
和 Vs 的 结 点 数目 不 等 我 们 也 可 以 增添 虚拟 结 点 以 满足 1Vi| 二 1V:|， 连 楼 虚拟 结 点 的 
边 权 值 亦 都 为 零 。 这 时 求 出 的 最 优 匹配 ， 是 原 图 的 最 大 权 匹 配 ， 不 一 定 是 原 图 的 最 天 基数 
匹配 或 完全 匹配 。 现 举 两 个 例子 说 明 如 下 。 

例 5.8 求 隐 5.21(a ) 的 带 权 侦 图 的 最 大 权 匹 配 。 

解 ， 原 图 不 是 完全 侦 图 ， 为 此 我 们 增添 一 些 权 值 为 零 的 边 使 之 成 为 完全 侦 图 ， 得 到 相 
应 矩阵 如 下 ， 开 将 初始 标号 标 在 矩阵 的 相 碾 位置 J:， 十 是 得 到 对 应 的 等 价 子 图 Gi 如 图 
5,27。 


2 ys 
ICE 1 Xf 3 2 0 013 
cls 0 1 sl 
x 入 Pa 5 o ols 
on tbo0 0 0 2|; 
0 0 0 0 


4 Ea 


在 加 G4 中 ， 取 一 初始 匹配 (图 中 粗 线 所 示 》 
图 5.27 到 = 人 yy ay Ky4} 
并 按 以 下 过 程 寻找 邓 可 增 广 路 

A: XX Xs 

NGA): yr——> ys 

B: ?ye 

VY: 94 

Zs: Xe 
此 时 4={%2,xs}，N(4) 一 BB， 图 不 存在 完全 匹配 

修改 标号 ， 求 出 新 的 等 价 子 图 

4= min {l(x2) + Ly) —wi} =2 


i=2,4 


Ee 23 
付出 结 点 新 的 标号 并 标 在 下 面 念 阵 的 相应 位 置 上 ， 由 此 得 出 新 的 等 价 子 图 Gi 如 图 5.28。 
Yr NP ys Ye a 网 
sr(3 2 0 0y3 
zj3 0 4 8|6 ” ” 
Falo 5 0 ols 四 史 
Xi 0 0 2 0 x oa 
0 0 0 3? 图 5.28 
再 按 以 下 过 程 寻 找 几 可 增 广 路 : 


A: KayKe XI Nay N4T 1 和 29 Ka Xe 
NOD: Ys yes Ya YY Yes Ys V4—> Ys yy Ysy Vs 
B: y+3Y Yay Ye Ye 
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be 
Z: Yi >%g 
因 ys 是 计 非 饱和 点 ， 因 而 存在 一 条 从 %z 到 ys 的 可 增 广 路 
P=%2, yd Xe js 
E(P)= {xay4 Ys%4s Xoy3} 
于 是 得 到 新 的 匹配 
M= {x1919 Kayss Ya Ya, Xs Ya} 
如 图 5.29， 它 就 是 等 价 子 图 Gi 的 完全 匹配 ， 将 此 图 与 图 5.21C(6 ) 对 照 ， 可 见 它 是 原 图 的 
最 大 权 匹 配 而 不 是 最 大 基数 匹配 ， 因 为 边 〈%syya) 是 洪 加 边 。 
倒 5.9 求 图 5.30 所 示 带 权 偶 图 的 最 大 权 妈 配 。… 


3 
DR x 
X08 5 只 x 
xs o | x3 
Xe pa 
x 
图 5.29 图 5.30 


解 ， 增加 患 拟 结 点 和 涨 加 权 值 为 零 的 边 ， 使 诛 图 成 为 完全 偶 图 ， 得 到 相应 和 矩阵 如 下 ， 
将 初始 标号 标 在 矩阵 的 相 庶 位 置 上 ， 由 标号 得 到 等 价 子 图 Gi 如 图 5.31， 事 初始 匹配 : 


久久 入 加 和 ™ 的 
0 5 0 4 0)5 x ye 
zl0 0 4 1 0|4 xy pa 
W=x10 1 1 0 91 x ye 
ml1 0 0 3 3|3 x 有 
xi 00 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 图 5.31 
M= {% Yr Kays, Keyry Xsys} 
并 按 以 下 过 程 找 下 可 描 广 路 


A: Ka— Ns, KI Xl Ya 
NOAD): ye, 37 Ya Ya 
B: 有 一 一 和 一 人 >， Ys 
一 > 为 
2 WIN 
此 时 (4) 二 B， 图 不 存在 完全 匹配 。 
修改 标号 ， 求 出 新 的 等 价 子 图 
a= min {1(%:) +7(9) —w;}=1 
i=1,2,3 
j=1,4,5 


求 出 结 点 新 标号 并 标 在 下 面 矩 听 相 应 位 置 上 ， 由 此 得 出 新 的 等 价 子 图 G: 如 图 5.32。 


"14l * 


x i y! 2 
x y2 XpD0D 5 
x ya X210 0 
本 - Jy W=xs40 1 
ss “lr 0 
图 5.32 “0 0 

0 1 


在 新 的 图 G. 中 寻找 于 可 增 广 路 ， 过 程 如 下 : 

A: Xs, Nzs Ks 
NOD: Ws ya, Ys Ys Ys 

B: y, 

:yy 
入 是 M 非 他 和 点 ， 因 此 存在 从 % 到 》 的 可 增 路 

P=x, 1 ECP)={%s, yi} 

于 是 得 到 新 的 匹配 


M= {x1 ya, Kays Kay Kays, Ksysy 
如 图 5.33， 而 
W=5+4+3=12 

它 即 是 原 图 的 最 大 权 匹 配 而 不 是 最 大 基数 匹配 或 完 金 匹 访 ， 
因为 边 (xs，y1)，(xs，2s) 以 及 结 点 xs 都 是 原 图 所 没有 
的 。 

有 时 要 求 匹配 具有 最 小 的 权 ，“ 例 如 当 边 权 表 示 成 本 或 
耗费 的 时 间 时 )， 此 时 仍 可 采用 上 述 算法 ， 只 要 取 一 大 于 题 
给 最 大 边 权 的 值 wmx， 令 


= 
作出 矩阵 

WW = ) nn 
则 求 丈 的 最 大 权 匹 本 即 等 于 原 题 的 最 小 权 匹 到 。 


Ooo 


oowo- 
oo%oor- 
owowwn 


在 库 恩 一 晕 克 莱 斯 算法 中 ， 计 算 Gi 所 需 的 次 数 显然 是 OC) 级 的 ， 而 在 找 出 MM 可 增 


广 路 之 前 ， 需 要 经 过 的 循环 次 数 景 多 为 |Fi| 次 ， 并 且 在 找 出 最 优 
能 扩张 17| 次 ， 闲 此， 这 一 算法 不 失 为 一 个 较 好 的 算法 。 
偶 图 的 匹配 问题 ， 也 可 转化 为 网 络 流 问 题 求 解 ， 将 在 第 九 章 


35.5 一 般 图 的 最 大 基数 匹 


这 一 闻 我 们 讨论 一 般 图 即 非 侦 图 的 最 大 基数 匹配 问题 。 首 先 
是 一 般 图 ， 定 理 5.2 是 普遍 成 立 的 ， 因 此 ， 通 过 寻找 可 增 广 路 
获得 最 大 基数 匹配 ， 仍 然 是 我 们 求 一 般 图 的 最 大 基数 匹配 的 途径 


匹配 之 前 初始 匹配 最 多 可 


讨论 。 
本 
应 该 说 明 ， 无 论 是 偶 网 还 


以 增加 匹配 的 边 数 ， 从 而 
。 不 过 ， 由 于 不 是 俩 图 ， 


一 般 图 一 定 含有 次 数 为 奇数 的 简单 回路 ， 它 的 边 数 一 般 可 记 作 2 下 + 1， 当 回路 中 匹配 的 边 
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数 比较 姑 朴 时 ， 用 求偶 图 完全 匹配 的 算法 尚 可 进行 ， 当 回路 匹配 的 边 数 达到 最 大 《五 条 ) 
时 ， 可 以 验证 ， 育 用 偶 图 的 算 靶 就 不 行 了 。 我 们 把 匹配 边 数 达 到 最 大 时 背 奇 次 回路 称 为 
“花苞 ”(Blossom)。 亲 此 ， 求 一 般 图 最 大 基数 匹配 的 算法 中 需要 解决 的 关键 问题 ， 就 是 
您 样 检测 存在 花苞 以 及 怎样 处 理 花苞 。 

先 讨论 怎样 检测 花苞 的 存在 。 

回 壮 我 们 在 寻找 耻 可 增 广 路 时 ， 一 定 是 先 从 一 吕 非 饱和 点 vo 出 发 ， 构 造 Y 交 炎 路 ， 
事实 上 达 一 过 程 的 结果 ， 我 们 将 得 到 一 棵 以 wm 为 委 的 树 ， 称 为 交替 树 ， 如 图 5.34 所 示 。 
当 存 在 某 一 树叶 是 台 非 饱和 点 时 ， 则 从 树 根 到 这 片 树叶 的 唯 所 
一 路 径 ， 就 是 邓 可 增 广 路 。 如 果 所 有 树叶 都 是 邓 饱 和 点 ， 则 
不 存在 以 wm 为 起 点 的 可 增 广 路 ， 称 这 样 的 交 赫 树 为 匈牙利 
树 (Hungarian Tree)。 

现在 ， 我 们 把 树 的 每 条 路 径 上 的 结 点 分 为 两 类 ， 即 外 部 
点 和 内 部 点 ， 它 们 沙 路 径 交 替 出 现 ， 并 规定 树 根 m 为 外 部 
点 ,因此 在 图 5,34 中 由，m，m%，2r 都 是 内 部 点 ， 而 v4,vs， 

如 都 是 外 部 点 。 这 样 标记 以 后 即 可 得 出 如 果树 叶 是 内 部 点 ， 将 
则 存在 3 可 增 广 路 。 

定理 5.6 在 构造 于 交替 树 药 过 程 中 ， 当 且 仅 当 两 个 外 部 点 与 同 … 条 匹配 边关 联 时 ， 
存在 花 栓 。 

证 ， 设 在 构造 亚 交 替 树 过 程 中 出 现 花 意 ， 如 图 5.35, 以 wm 为 树 祖 构 造 MM 交 震 树 ,由 于 
存在 青 次 《2 及 +1) 回路 ， 当 回路 中 匹配 边 数 达到 最 大 时 出 现 花苞 ， 此 时 回路 上 的 所 有 结 
点 均 可 标 为 外 部 点 ， 这 是 因为 如 果 从 wo 沿 着 zw,tw，ws 的 路 径 方向 去 标 ， 则 ao，ze，…， 
2l21-2，2Mai， 021r2) 22k-2， tax 都 是 外 部 点 ， 如 果 从 to 澡 荐 wak，swag-，sax-z 的 路 径 
方向 去 标 ， 则 细 ，zs，…，staj-b sairly “aak -1 也 都 是 外 部 点 ， 即 匹配 边 的 两 个 端点 
都 是 外 部 点 。 


HL Bt bE 如 2 1 
eo. 
CE 
Wak okl Mok 2jt3 2 
图 5.35 


反之 ， 设 在 标记 过 程 中 ， 一 条 匹配 边 的 两 个 端点 都 是 外 部 点 ， 如 图 5.35 中 匹配 边 
《zi-5 so 的 两 个 端点 ta;-: 和 tzy 都 是 外 部 点 ， 说 明 在 标记 过 程 中 匹配 边 (2y-1，、ztz;》 
被 使 用 了 两 次 ， 现 在 从 外 部 点 wz-: 沿 着 交 赫 树 生长 的 反方 向 回溯 到 树 祖 00, 路 径 为 3; -1， 
oj，al21r0 Mak-1 2， 20，W，m， 显 然 路 径 的 长 度 为 偶数 ， 同 理 ， 从 外 部 点 way 小 
Wzj-1，Waj-2，"，W2，Wt，1o，?1 回溯 到 v6， 路 径 的 长 度 亦 为 偶数 ， 回 溯 时 不 管 这 两 条 路 
径 是 在 树 根 w 处 相交 ， 还 是 在 交 殖 树 的 任 一 节点 处 相交 (如 图 中 是 在 节 点 wo 处 湘 交 )， 
形成 的 回路 其 长 度 一 定 是 奇数 ， 由 于 回路 中 匹配 的 边 数 已 达 最 大 ， 因 而 存在 花苞 。 和 

定理 的 证 明 也 为 我 们 提供 了 寻找 花 蓝 的 方法 ， 即 从 一 条 匹配 边 的 两 个 外 部 点 开始 波 交 
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替 树 的 生长 方向 回 漳 ， 当 交 于 某 一 点 we 时， 构成 的 回路 即 是 花苞 。 称 交点 to 为 花苞 的 基 
结 点 ， 可 以 看 到 ， 在 花苞 内 部 除 基 结 点 外 ， 其 余 的 结 点 都 是 MM 饱 和 点 。 

当 构 造 交 赫 笠 过 程 中 出 现 伦 区 时 ， 怎 样 处 理 昵 ?由 于 花苞 内 部 蕊 配 边 数 已 达 最 人 大， 不 
可 能 再 增加 ， 自 然 会 产生 一 种 想法 ， 就 是 把 花苞 看 成 图 的 一 个 点 ， 不 再 探索 它 内 部 的 匹 
配 ， 只 寻找 图 共 余 部 分 的 可 增 广 路 ， 以 求 匹 配 边 数 的 增加 ， 这 样 就 把 复杂 的 图 简化 为 不 含 
花苞 的 图 ， 了 世 就 可 以 采用 前 面 的 计算 方法 了 。 

所 谓 收 缩 花 苞 ， 就 是 把 花苞 当 作 一 个 结 点 ， 或 者 说 把 花 栓 的 所 有 结 点 用 一 虚拟 的 结 点 
代打 ， 称 之 为 伪 点 pseudo 一 vertices)， 花 葡 外 部 所 有 与 花 查 中 结 点 关联 的 边 ， 都 改 为 连 
接 到 伪 点 上 。 

如 图 5.36 表示 花苞 的 收缩 过 程 ， 图 中 的 粗 线 表示 已 给 二 的 匹配 边 , 图 (a) 从 0 点 


局 


0 1 2 3 0 3 2 0 2 
不 
~ (5,0) 
a 
4 5 6 了 4 5 (3 87) 4 
(a) Cb) Cc) 
图 5.36 


开始 对 各 结 点 进行 标记 ， 结 果 发 现 匹 配 边 〈3，7) 的 两 个 端点 都 是 外 部 点 ， 于 是 得 到 花苞 
Ci= (3，6，7)， 将 花苞 收缩 成 一 个 结 点 4， 得 到 图 〈b )， 在 图 中 又 可 找到 花苞 C: 一 (5， 
1，4)， 将 它 收缩 成 一 个 点 5， 得 到 图 “Cc )。 由 此 可 见 ， 在 收缩 花苞 的 过 程 中 ， 一 个 花苞 
内 部 可 以 包含 一 个 或 多 个 花 若 。 

当 图 不 存在 花苞 即 不 存在 奇 次 辐 路 时 ， 就 可 用 前 一 节 的 算法 求 最 大 基数 匹配 ， 然 后 将 
花苞 逐个 打开 〈 即 将 伪 点 恢复 为 原来 的 奇 次 回路 )， 再 求 出 各 花 意 内 部 的 匹配 边 ， 晨 后 即 
得 原 图 的 最 大 基数 匹配 。 

在 巷 内 部 匹配 边 的 选取 ， 有 两 种 情况 : 

C1》 如 果 花 苞 收 缩 成 的 伪 点 是 所 在 图 的 型 饱和 点 ， 则 打开 花苞 后 就 以 它 的 基 结 点 为 
初始 点 ， 按 交 钦 路 径 的 生长 过 程 取 匹 配 边 ， 即 可 得 到 奇 次 回路 的 最 多 匹配 边 。 

(2 ) 如 果 伪 点 不 是 所 在 的 图 的 开 饱 和 点 ， 则 打开 花苞 后 可 以 花 巷 内 任 一 结 点 为 初始 
结 点 ， 按 交替 路 径 的 生长 过 程 取 匹配 边 ， 最 后 也 得 到 奇 次 回路 内 的 最 多 匹配 边 。 

以 图 5.36 《6) 为 例 ， 这 时 存在 可 增 广 路 ， 得 到 新 的 匹配 如 图 5.37(a )， 将 图 ( 4 》 


0 1 2 0 1 2 3 
a LN 
4 050 4 B67) 4 5 6 7 
Ca) (by (© 
图 5。 37 


中 的 花苞 《 伪 点 8》 打开 ,得 到 图 (b ), 在 奇 次 回路 C:=(I，5，w) 中 到 匹配 边 (1,5)， 
再 将 花苞 《人 擅 点 4 ) 打 并 得 到 图 〈c )， 在 奇 次 回路 Ci= (3，6，7) 中 取 匹 配 边 (3, 7)， 
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图 《c》 的 匹配 ， 即 是 图 5.36〈《2) 的 一 个 最 大 基数 匹配 。 

应 用 上 述 过 程 求 一 般 图 的 最 大 基数 匹配 ， 它 的 正确 性 由 下 面 的 定理 得 到 证 明 。 

定理 5.7 设 MM 是 图 G 的 一 个 区 配 , 若 在 寻找 以 以 非 饱和 点 m 为 始点 的 可 增 广 小 中 ， 
出 现 花 苞 召 ， 则 C 中 存在 对 可 增 广 路 的 充 要 条 件 是 花苞 收缩 以 后 得 到 的 图 Gs 中 尔 存在 MM 
的 可 增 广 路 。( 仍 以 m 为 始点 ，Ms 表示 如 收缩 后 余下 的 匹配 )》 

证 : 设 Gs 存在 以 ww 为 始点 的 增 广 路 PP， 若 也 不 罕 过 伪 点 v3， 则 P 了 本身 就 是 G 的 一 条 
可 增 广 路 。 若 己 穿 过 w%， 如 图 5.38《〈a)， 则 与 省 关联 的 两 条 过 必然 一 条 是 匹配 迪 ，- 条 
是 非 区 配 边 ， 不 妨 设 (vi:，ws》 是 匹配 边 ， 则 在 花 荀 中 与 这 条 区 配 边 关联 的 结 点 必然 是 基 
结 点 wo， 由 于 花苞 中 除 mo 外 其 余 的 点 都 是 到 饱和 点 ， 故 非 丐 配 边 〈"，2) 无 论 与 花苞 
中 任 一 点 关联 ， 痢 是 对 饱和 点 不妨 设 该 点 为 如 ， 如 图 Cb ) 所 未 ， 则 在 G 中 存在 从 vo 到 
v9 的 一 条 路 径 为 


Pr=90, Vi, os tty ois Wr, Vy Up 
相当 干 在 路 径 呈 中 插入 一 段 
Pr =m, Hi, ry, Hits We 

这 段 路 径 中 匹配 和 非 匹 配 边 的 数目 是 相等 的 ， 因 此 车 P 是 可 增 广 路 ，P' 也 一 定 是 6 中 的 
可 增 广 路 。 

反之 ， 设 G 中 存在 一 条 以 wm 为 始点 的 好 可 增 广 路 刀 ， 如 果 吾 在 花苞 收缩 后 并 未 穿 过 
的 点 m， 则 三 必然 也 是 Gs 中 一 条 以 om 为 始点 的 MM; 可 增 广 路 。 若 已 穿 过 伪 点 vs， 可 分 两 
种 情况 ， 

《1) 也 以 饱和 边 进 和 花苞 而 以 非 饱和 边 离开 花苞 。( 如 图 5.38Cb))， 则 在 Gs 中 从 
w% 到 ye 的 路 径 也 是 Ms 可 增 广 路 。( 如 图 5.38( a ))。 

《2) 请 以 非 饱和 边 进 入 花蕊， 这 时 又 可 分 两 种 情况 : 

(a) 从 花苞 的 基 结 点 以 饱和 边 离开 花苞 。 这 种 情况 与 情况 《 1) 类 似 ， 卫 经 收缩 
后 在 Gs 中 仍 是 一 条 可 增 广 路 。 

《b) 从 花苞 中 的 某 一 饱和 点 以 非 饱 和 边 离开 花苞 ， 如 图 5.39， 由 于 以 %% 为 根 生 
成 交 殖 树 时 ， 若 出 现 花苞 必然 存在 花苞 的 基 结 点 zm， 设 从 me 经 9 到 wo 的 路 径 为 


时 2pm! 
A 


图 5.39 
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P=%0, Yl, ,Vi tn 
从 花苞 某 一 饱和 点 wizi-) 离开 到 + 的 路 径 为 
PY = Vi Wr vpls Op 
潜 P' 与 P* 不 相交 ， 当 花 芒 收缩 为 伪 点 后 显然 存在 一 条 从 vo 到 0; 的 路 径 
Psy, Vs oy Vy Wey Djs Vitls tvpts Vp 
它 的 长 度 是 PP' 与 PP!' 之 各， 时 然 PY 是 Gs 中 从 v6 到 ws 的 有 Hs 可 增 广 路 。 

如 果 路 你 己 "与 如 相交 ， 亦 可 证 明 《〈 此 处 从 略 》 当 花苞 政 缩 后 ，Gs* 亦 存在 从 mm 到 
号 的 可 幸 广 路 。 用 

推论 ， 设 3 是 图 G 收缩 花苞 后 成 为 图 仿 时 的 最 大 基数 匹配 ， 则 打开 花苞 后 获得 的 下 
配 M 是 图 的 最 大 基数 匹配 。 

证 :用 反 证 法 ， 设 对 不 是 G 的 最 大 基数 匹配 , 则 必然 存在 如 非 饱 和 点 wo 的 可 增 广 路 ,由 
定理 5.7，Gs 亦 存在 以 26 为 始点 的 和 Hs 村 增 广 路 ， 与 Ms 是 Gs 的 最 大 基数 匹配 矛盾 。 最 

基于 以 工分 析 的 思路 ，Edmonds 于 1965 年 提出 了 一 般 图 最 大 基数 匹配 自 靶 ， 算 法 给 
出 求 双 可 增 广 路 〈 生 成 交 检 树 》 的 过 程 及 求 最 大 基数 匹配 的 算 落 砂 又 ， 分 述 如 下 ， 

一 、 求 好 可 增 广 路 过 程 MAPS(G) 

1。 找 一 外 部 结 点 %ET 及 与 x 关联 且 未 检测 的 边 《* ，》)， 找 出 后 即将 《*，2》》 
记 作 已 检测 。 如 果 不 存在 这 样 的 边 则 转 到 瓦 。 . 

2。 加 果 少 是 非 饱和 点 时 未 标记 ， 则 将 边 《* ，》) 加 入 交替 树 也 中， 转 到 4 。 

3。 如 果 了 已 被 标记 为 外 部 点 ， 则 将 〈%# ， 了 》 加 入 交替 树 开 中， 转 到 邓 。 

+。 如果? 已 被 标记 为 内 部 点 ， 则 回 到 1 。 

5。 《〈 丰 满足 以 上 条 件 时 ，》 必然 是 未 标记 的 饱和 点 ) 设 〈》 ，2 ) 是 以 了 为 端点 的 
MH 边 ， 将 《(%*，3》)》 和 《2 ，2 ) 加 入 工 中， 并 将 3 标记 为 内 部 点 ，2 标记 为 外 部 点 ， 
到 1。 

二 、 基 大 基数 匹配 算法 

1。 选 出 Ge 的 任意 一 个 初始 匹配 (或 一 $)， 记 所 有 衣 非 饱和 点 为 未 检测 点 。 

2 选择 任 一 未 检测 的 非 儿 和 点 ?，T 了 < 一?， 并 记 v0 为 外 部 点 。i< 一 0 ， 如 无 则 转 7 。 
工 : 3。“〈 生 成 交替 树 》 MAPS(G2?) 

卫 ，4。，《〈 存 在 花苞 ) 收缩 花苞 ，i<-i+1， 得 伪 点 妇 及 图 Gi:， 记 8: 为 外 部 点 ， 转 工 。 
收 ，5。 《出 现 匈 牙 利 树 〉 记 2? 为 已 检测 点 ， 转 2 。 
A， 6，《【〔 存 在 可 增 广 路 )， 找 出 可 增 广 路 也 

Me— MDE(P) 


转 2。 

7，“《 打 开花 苞 )， 花 苞 内 匹配 边 的 选取 ， 按 前 述 方法 进行 

3， 输 出 MY， 计 算 结 束 。 

三 、 算 法 说 明 

本 算法 分 主 程序 和 过 程 两 部 分 ， 由 于 构造 Y 交 替 树 以 寻找 可 增 广 路 在 计算 中 需要 反复 
进行 ， 所 以 把 这 一 段 语句 序列 作为 过 程 以 缩短 程序 。 计 算 时 可 从 任意 一 初始 匹配 开始 〈 作 
为 计算 机 程序 ， 当 冒 Me-gs)， 然 后 选择 一 非 移 和 点 "作为 交替 树 的 根 ， 调 用 过程 MAPS 
(GD， 在 生成 交替 树 过 程 中 将 出 现 如 下 五 种 情况 : 
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《1) 结 点 少 蚌 未 标记 的 非 饱和 点 ， 这 时 存在 可 增 广 路 ， 于 是 转向 出 口 4。 
《2 》 结 点 Y 是 未 标记 的 饱和 点 ， 则 把 续 应 用 过 程 以 生长 交替 树 。 
《3)》 结 点 9 是 内 部 点 , 则 将 边 (x,3) 作 为 已 检测 ， 但 不 加 入 树 中 ， 继 续 生 成 交替 树 。 
《4) 结 点 是 外 部 点 ， 将 边 〈2*，23) 加 入 树 中 ， 树 必然 出 现 奇 次 回路 〈 花 苞 )， 转 
出 口 召 。 
《5) 与 % 关 联 的 边 都 已 检测 ， 表 明 已 不 存在 以 ?为 根 的 可 增 广 路 ， 即 生成 的 树 已 是 
匈牙利 树 ， 必 须 以 另 一 非 饱 和 点 为 根 生成 交替 树 ， 故 转 出 口 互 。 
当 所 有 的 非 包 和 点 均 已 检测 后 ， 图 即 不 存在 可 增 广 路 ， 最 后 一 步 是 将 收缩 的 花苞 依次 
打开 ， 给 出 花 区 内 的 匹配 边 ， 即 得 到 原 医 的 最 大 基数 匹配 。 
例 5.10 求 图 5.40 中 G 的 最 大 基数 匹配 。 
任 取 一 初 因 区 配 巡 ， 和 如 图 5.41( a ) 粗 线 所 示 ， 
并 取 结 点 1 为 根 生长 交 夫 树 ， 得 到 一 条 交替 路 
P=1, 2, 3, 4, 8, 9, 13 
这 时 工 ，3 ，8 ，13 均 标 为 外 部 点 。 
取 外 部 点 8 ， 则 边 〈8，13) 为 未 检 测 边 ， 且 
图 5.40 点 13 是 外 部 点 ， 将 边 (8,13) 加 入 中 , 出 现 花苞 。 
B=(8, 9, 13) 


疏 缩 花苞 成 为 一 伪 点 加， 得 到 图 5.41 (b》 


AN 


6Y "| b1(8, 9, 13). 


图 5。41 
妈 为 外 部 点 ， 找 到 点 5 〈 未 标记 的 非 忽 和 点 ) 得 到 可 增 广 路 
P=1, 2, 3, 4, bh 5 
Me— MODE(P) 
得 到 新 的 匹配 如 图 5.42(a) 中 粗 线 所 示 。 
选 非 饱和 点 6 为 根 生长 交替 路 
P=6, 3, 4, 5, bl 
4 和 右 为 外 部 点 ， 将 边 《4， 和 所) 加 入 P 了 中 ， 出 现 花 莹 
B:=(4, 5, b1) 
收缩 花 区 为 一 伪 点 轴 ， 得 到 图 5.42(5) 
这 时 点 1 已 为 M 饱 和， 另 选 一 MM 非 饱和 点 6 生成 交替 路 
P=6, 7, 11, 12 
卫 为 一 可 增 广 路 ， 令 
Me 一 NM 中 ECP) 
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{4, 5 
6 be 


图 5.42 图 5.43 


得 到 新 的 匹配 如 图 5.13。 

剩 下 最 后 一 个 非 饱 和 点 10， 可 以 得 到 由 它 生 成 的 树 是 一 棵 爷 和 涉 利 树 ， 此 外 ， 再 无 知 的 
非 饱和 点 可 供 选 择 ， 避 找 可 增 广 路 至 此 结束 

最 后 一 步 是 打开 花蕊， 首先 打开 纹 ， 选 花苞 内 的 匹配 边 ， 如 图 5.44(a) ,继而 打开 妈 ， 
选取 花苞 内 的 匹配 边 ， 如 几 5,41(b》。 即 得 到 原 图 的 最 大 基数 匹配 。 


图 5.44 


一 般 来 说 ， 一 个 图 的 最 大 基数 匹配 不 是 唯一 的 ， 它 取决 于 按 怎 样 的 次 序 选 择 非 包 和 点 
作为 交 甸 树 的 根 绪 点 ， 以 及 在 交替 树 的 生长 过 程 中 对 外 部 点 的 选择 。 但 无 论 怎 样 选择 ， 喇 
终 得 到 匹配 边 的 数目 都 是 相同 的 。 

可 以 看 出 ， 上 面 给 出 的 求 最 大 基数 匹 配 的 算法 ， 它 的 计算 复杂 性 是 多 项 式 量 级 的 。 让 
算 时 间 主 要 耗费 在 守 找 可 增 广 路 上 上， 图 有 有 %* 个 结 点 ， 因 此 增 广 次 数 不 会 超过 0 (n》 级 ， 在 
计 找 可 增 广 路 时 可 能 还 需要 处 理 花 荀 ， 所 花 的 时 间 也 不 会 超过 0(|EI)， 因 此 总 的 计算 复 
杂 性 是 0(n1El》 级 。 

如 果 图 存在 完美 匹配 ， 那 么 用 上 述 算 靶 得 到 的 就 是 图 的 完美 匹配 。 显 然 图 必须 具有 偶 
数 个 结 点 才 可 能 有 完美 匹配 ， 但 这 只 是 必要 条 件 ， 并 非 充分 条 件 。1947 年 ，Tutte 给 出 了 
判别 图 具有 完美 匹配 的 充 要 条 件 ， 下 面 不 加 证 明 地 引出 这 一 定理 。 

一 个 图 的 连通 分 支 根据 它 具 有 咨 数 个 或 偶数 个 结 点 而 分 别称 为 次 分 支 或 偶 分 支 ， 我 们 
用 ?6) 表示 C 的 奇 分 支 的 个 数 。 

定理 5.8 图 (= (V，E) 有 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 ， 对 所 有 的 SCV， 恒 有 

v7(G—S)<ISI (5.5) 


8$85.6 一 般 图 的 最 大 权 匹 配 


这 一 节 介 绍 由 艾 德 索 蒋 和 约 朝 逊 (Edqmonds & Johnson) 杆 1970 年 刘 册 的 求解 常 权 
图 G 二 (V，E)》 的 最 大 权 匹 配 的 一 个 算法 。 算 法 的 思路 与 求 最 大 基数 匹配 一 样 ， 也 是 形成 
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一 标 交替 树 ， 从 中 寻找 肯 权 的 M 可 增 广 路 。 所 谓 带 权 权 可 增 广 路 ， 是 一 条 匹配 边 和 非 匹配 
过 交 趟 出 现 的 简单 路 径 ， 其 中 非 匹 配 边 权 的 总 和 大 于 匹配 边 权 的 总 和 |。 
由 于 最 大 权 匹 本 考虑 的 是 匹配 边 权 的 总 和 为 最 大 值 ， 固 此 带 权 对 可 增 广 路 中 匹配 边 的 
数 朋 不 一 定 比 非 匹 配 边 的 数目 少 ， 而 有 如 下 定义 中 的 几 种 类 型。 
定义 5.9 在 带 权 寻 可 增 广 路 号 中 ， 如 果 ; 
《1》 非 还 配 边 比 匹 配 边 多 ， 则 称 卫 为 强 可 增 广 路 。 
《2 〉 非 匹配 边 与 匹配 边 的 数目 相等 ， 则 称 卫 为 中 仁 可 增 广 路 。 
《3》 非 匹配 边 少 于 匹配 边 ， 则 称 刀 为 弱 可 增 广 路 。 
如 图 5.45 表示 三 条 带 权 M 可 增 广 路 〈 罗 中 匹配 边 用 粗 线 表示 )， 忆 ; 是 强 可 增 广 路 ,也 


是 中 性 可 增 广 路 ， 忆 : 是 弱 可 增 广 路 。 Po 8 6 
作为 定理 5.2 的 扩充 ， 有 如 下 定理 。 
定理 5.9 带 权 图 G 的 匹配 交 是 最 大 权 匹 配 闪 6 4 8 4 


且 仅 当 G 不 含 带 权 对 可 增 广 路 。 

证 ， ”如果 图 全 含有 带 权 M 可 卉 广 路 P，J 则 可 ，。 1  ， 
构造 -新 的 匹配 M' 一 ME(P), 显然 M' 的 权 “一 
大 于 MM 的 权 ， 因 而 MM 就 不 是 G 的 最 大 权 匹 配 。 图 5,45 

反之 ， 如 果 履 不 是 最 大 权 匹 配 ， 我 们 将 证 明 G 必 含 有 带 权 可 增 广 路 。 设 ML’ 是 权 比 
更 大 的 一 个 匹配 ， 即 w(M')>w(MM)， 令 6' 二 (V，MG@BM')， 则 G7' 的 任 一 结 点 最 多 关 
联 开 ' 的 一 条 边 或 最 多 关联 对 的 一 条 边 ， 即 结 点 的 次 数 景 多 是 2 ， 因 此 G 的 每 个 连通 分 支 
是 一 条 MM 和 4 的 边 交替 出 现 的 路 径 ( 也 可 能 是 个 次 回路 ) ,由 于 zw(M' )>a(MX) ,所 以 G" 中 
至 少 有 -分支 ， 其 中 M' 边 权 之 和 超过 ML 边 权 之 和 ， 这 一 分 支 就 是 带 权 M 可 沸 广 路 。 目 

本 算法 是 应 用 线性 规划 中 原始 对 个 松紧 条 件 来 设计 求解 图 的 最 大 权 丐 配 的 。 算 法 中 采 
用 两 个 对 偶 变 量 y。 和 Zh， 在 算法 的 每 次 迭代 时 ， 和 通过 调整 量 3 来 调整 对 偶 变量 的 值 从 而 
改变 苞 配 关系 ， 最 后 得 到 的 匹配 即 是 最 大 权 匹 配 。 限 于 篇 幅 ， 下 面 给 出 算法 、 算 法 说 明 及 
两 个 具体 应 用 的 例子 ， 有 关 线 性 规划 的 知识 及 算 靶 证 明 ， 不 再 介绍 。 

一 、 最 大 权 匹 配 算法 

1,， 以 -5， 原 图 记 为 G6=(V,E) 

2. 对 所 有 的 EV 


回 


Jo 村 max {w (v0) | (vi,0;) E E} 


Z4=0 
3. FE*— {0) | y+ yst+ TZr=w(H0)} 
(4) E Rs 


V*= {wiw 与 Bx* 的 边关 联 } 


G#—(V*,E*) 
C:4 在 下 中 任 选 一 %%> 0 且 未 检测 的 非 饱 和 点 v， 了 一 VY， 标 ?为 外 部 点 。 
如 果 v EV*， 转 耳 


如 果 找 不 到 这 样 的 点 ， 转 工 。 
M: 5, MAPS(G*) 
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天 过 


oo 


5 
6。 


去 掉 所 有 结 点 的 标记 ， 转 C 。 


回 


在 所 得 的 奇 次 
大 权 匹 配 。 


、6 调整 景 的 调整 过 程 DEV 
、 当 花苞 Re 收缩 为 念 点 wm， 旦 on 标 为 内 部 点 时 ， 取 


0 Lmin{Z:} 
2 pr 


， 对 0EV 并 标 为 外 部 点 的 结 点 ， 取 


minf yo 


， 对 中 所 有 标 为 外 部 点 的 “及 未 标记 的 结 点 ?， 取 


63= min{ y+ yo—w(u,0)} 
{rs 0) 


， 对 t% ?都 是 外 部 点 且 不 在 一 个 伪 点 内 时 ， 了 到 


8 一 二 min{ 加 十 多 一 oo 人 ts 人) 
2 (oo 


。 取 调整 量 


8 一 min {0 82, 89, 4} 


、 对 偶 变 量 调整 过 程 DVC 
、， 对 所 有 外 部 点 4 《包括 标记 为 外 部 点 的 荔 点 中 的 结 点 ) 


bm 


。 对 所 有 内 部 点 《包括 标记 为 内 部 点 的 伪 点 中 的 结 点 } 


Je Ya 


， 花苞 Rt 的 伪 点 标 为 外 部 点 时 


Zi<——Zr+ 28 


， 花 区 Re 的 伪 点 标 为 内 部 点 时 


GZkk Ze 一 2 


、 人 匈牙利 树 处 理 过 程 HUT 
. DEV 
. DvC 
、 如 时 ?= 8， 则 存在 某 一 标 内 部 点 的 伪 点 其 Z 变量 值 为 零 ， 将 这 一 伪 点 打开 使 


为 原来 奇 次 回路 ， 转 ML 


的 一 条 中 性 可 增 广 路 己 ， 将 己 中 匹配 边 与 非 匹 配 边 交换 。 


如 果 3 一 9 或 3 一， 则 将 确定 9 或 8 的 边 (wv) 加 入 到 


如 果 ?一 9a， 则 去 掉 所 有 外 部 和 内 部 点 标记 。 转 C。 
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路 中 产生 一 个 最 大 基数 匹配 。 最 后 得 到 的 


: 6。 得 到 花苞 Re， 将 它 收 缩 为 一 伪 点 四， 并 标记 为 外 部 点 、 转 ML。 
: 7，HUT 
: 8. 得 到 强 带 权 增 广 路 ， 将 路 径 中 匹配 边 和 非 匹配 边 交换 。 


: 9 打开 花苞 ,以 相反 次 诬 将 每 一 个 伪 点 打开 ( 即 最 后 一 个 形成 的 伪 点 最 先 打 开 )， 


匹配 ， 即 是 G 的 最 


可 


复 


， 和 如 果 一 名 且 树 根 ? 的 对 偶 变 量 % 不 为 零 ， 则 存在 从 树 根 ?到 变量 为 零 的 结 点 


7、 和 如 果 1 一 九 或 9 一 is 或 8 一 8， 则 转 MX。 

算法 说 明 ， 

1. 求 图 G 一 (V，E) 的 最 大 权 匹 配 必须 从 匹配 为 空 集 开始 ， 然 后 给 定 对 侦 变量 y 和 
Z4 的 两 个 初 值 ， 每 一 结 点 ?都 有 一 个 对 偶 变 量 %，2x 是 在 发 现 花 苞 时 出 现 的 ， 它 们 的 值 
在 计算 过 程 中 得 到 调整 。 

2. 根据 ye 和 Zux 的 初始 值 ， 求 出 E 中 满足 条 件 的 边 集 E*，V* 是 E* 中 边 的 端点 集 
合 ， 所 以 G* 二 CV*，E*) 是 G 的 一 个 子 图 。 

3。 求 可 增 广 路 过 程 MAPS(G*) 即 交替 树 的 生长 过 程 , 和 求 最 大 基数 匹配 的 ML4PS(G) 
过 程 是 相同 的 ， 但 要 注意 ， 这 里 是 以 图 G* 为 对 象 ， 即 存 边 集 E* 中 进行 交替 树 时 形成 的 ， 
困 此 ， 当 我 们 在 G 中 取 的 非 饱和 点 " 不 与 E* 中 的 边关 联 时 《 即 2E&V*)， 它 不 可 能 在 Ex* 
中 进行 标记 ， 即 本 身 构成 了 一 标 匈 牙 利 树 ， 所 以 都 要 转向 声 。 作 匈牙利 桂 的 处 理 。 只 有 当 
VvEV* 时 ， 才 进行 性 APS(G*) 过 程 ， 和 最 大 基数 匹配 算 湛 一样， 它 有 三 个 出 口 ， 当 找到 
可 增 广 路 时 ， 转 向 出 口 4， 找 到 奇 次 回路 时 ， 转 向 出 口 了， 找到 的 是 匈牙利 树 时 ， 转 向 出 
HH。 

4. 随 着 对 侦 变 量 的 调整 ， 边 集 E* 的 边 不 断 增加 ， 最 后 E* = 上 ， 交 替 树 的 生成 在 妃 
中 进行 ， 最 后 得 到 的 最 大 基数 匹配 ， 即 是 图 的 最 大 权 匹 配 。 

5， 在 算 兴 进行 中 ， 将 需要 进行 花苞 的 收缩 或 伪 点 的 打开 ， 一 个 花苞 可 能 又 包含 多 个 
花苞 ， 算 靶 中 对 花 意 的 标记 ， 都 是 对 最 外 层 花苞 而 言 的 。 

6、 以 上 算法 将 3 量 的 调整 、 对 偶 变 昌 的 调整 以 及 对 匈牙利 树 的 处 理 作为 三 个 过 程 (加 
上 交替 树 的 生成 共 由 个 过 程 》 与 主 程序 分 开 ， 目 的 在 于 使 程序 更 为 简洁 清晰 ， 便 于 阅读 。 

这 一 算法 的 对 间 复杂 性 也 是 多 项 式 级 的 ， 为 0 (xz)。 

例 5.11 设 某 项 工作 必须 两 人 一 组 配合 完成 , 记 ww (v;， , 6 s 
1) 为 ;与 Vi 配合 工作 时 所 到 得 的 效益 图 5.46 表示 4%， 
5，C，4 四 个 人 ， 边 权 代 表 边 的 端点 对 应 的 两 个 人 合作 时 8 了 
取得 的 效益 ， 问 应 如 何 安排 使 所 取得 的 总 效益 最 大 。 

解 。 这 是 一 个 求 最 大 权 匹 配 问题 。 应 用 上 述 算法 将 每 4 7 
次 选 代 过 程 各 量 的 变化 列 成 表 如 表 5.1 并 分 述 如 下 : 加 5.46 

对 所 有 的 EV, 令 

入 = 二 maxt5， 5, 6, 7, 7, 8}=4 


Zi=0 
得 Ex{(a, d)} 
C: 一 、 检 测 点 & ， 标 记 为 外 部 点 。 
MAPS(G*)，E* 中 只 有 边 a，4)，4 是 非 物 和 点 且 未 标记 ， 故 


了 7< -一 4 一 一 4 
外 


转 出 口 4 
A: (4，4) 是 一 强 增 广 路 ,将 (za，4) 加 人 用 中 。 去 掉 所 有 结 点 标记 ， 转 C 


C: 二 、 检 测 点 5， 因 b#V*， 转 及 
HUT, DEV, b=, :=min{ys}= 4， 
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ya » | ya Zk | Es 对 
起 始 4 | 4 4 | 4 0 {4d) EE 
检测 a 4 1 了 4 0 《ee 
检测 4 3 4 1 | 0 《as Gn | (Cad) sbyey 


d=min{4+4—6, 4+4—58, 4+4~—7}=1 
他 4 一 CC 
了 一 min{pi， 6，8o， 04} =1 

DVC,: %=4—1=3 

因 3=6:， 将 边 (5，c) 加 入 E* 中 ， 转 M。 

MAPS(G*)， 检 查 边 (5，c)、c 点 非 饱和 点 且 未 标记 ， 故 


了 < 一 一 一 < 
外 


转 出 口 4 

入: (5，c〉 昆 一 强 增 广 路 ， 将 〈3，c)》 加 入 匹配 中 ， 去 掉 所 有 结 点 标记 ， 转 己 
三 : 因 玉 中 已 不 存在 非 饱和 点 ， 转 工 
工 : 没有 花苞 须要 打开 ，M 即 为 最 大 权 匹 配 
M={(a, d), (6, c)}, wiM)=8+7=15。 
例 5.12 求 图 5.47 的 带 权 图 的 最 大 权 匹 配 。 
解 ， 令 所 有 2EV 


= 证 max{1，2，3，4，5，6} 


一 3 
Zr= 0 

则 E*={(4, 6)} 

选 代 过 程 中 各 量 的 变化 如 表 5.2 所 示 ， 并 分 述 如 下 。 

C: 一 、 检 测 点 4， 标 4 为 外 部 点 ， 因 ET* 

MAPS(G*)，E* 中 只 有 边 〈4a，b)， 且 3 是 未 标记 的 非 饱和 点 ， 玖 


Te—a——b 
外 


图 5.47 


转 出 口 4 
和， (4，8) 是 强 增 广 路 ， 将 (4，5) 加 入 M 中 ， 去 掉 所 有 结 点 标记 ， 转 CC 
C: 二 、 检 测 点 C， 因 C4V*， 转 二 
HUT, DEV, =, =min{y.}=3 
$s=min {3 十 3 一 5，3 十 3 一 4，3 上 3 一 2} 一 1 
=oc 
3=min{$, 82, $s, 64}=1 


。152。 


ye | 2 Cy Af 
起 给 3 3 3 3 3 3 0 C48) $B 
检测 3 3 3 3 3 3 0 C6) 
检测 < 3|s 11s5|s13 1， CasB), Ca) a 
3s as is |s |s is 0 Cb) (esc) (hse) 除去 (a 
2 1 | i 3 3 3 3 (ab) aye) (be) 
检测 可 2 ss | | bcbg) 
Be | oo 2 | 3 | 3 (od,6,e,e) (ee) 
ta | 2 ,lo | |， Gaby oc be) 
{gd,86), esc), af) 
3 2 | 1 0 1 0 1 问 上 
DVC:，4= 一 3 一 1 一 2 


因 #= 3， 将 边 〈z，c) 加 入 E* 中 ， 转 区 
MAPS((*)， 检 查 边 (4,，c)， 得 


Te—-c——a—b ( 粗 线 表 匹配 边 ) 
外 内 外 


两 个 外 部 点 4，5 无 法 继续 标记 ， 转 吾 
HUT: DEV.: 0 一 
6 =min {yt yaw(bd), yt ye—w(e,e)} 

一 min {3+3—1, 2+3—2}=3 


,=in{ys, ye} =2 


= dmin {yt pwd, 0)}=0.5 


FF =min {8,, 6., 03, 04} 一 0.5 

DVC, y=3—0.5 
一 3+0.5 

困 = 6， 将 边 (8，c) 加 入 ER 中 ， 转 于 
MAPS(G*)， 检 查 边 5，c)》 得 到 花苞 一 (5，8，c)， 转 B。 
BB 收缩 花 葡 ， 令 员 一 (4,8,c) 并 标记 为 外 部 点 ， 将 花 萤 内 匹配 边 从 用 中 除去 ， 转 陡 
项 APS(G*)， 因 G* 中 只 有 一 个 伪 点 ， 它 自身 成 为 一 匈牙利 笠 ， 赦 转 开 
HUT: DEV: =, =min {ys Ys Ye}=1.5 

Bs=min {13.5+8—3, 2.5+3—]，1.5+3 一 2} 


=2.5 

人 一 CC 

9 一 min {0,, 2, 63, 64}=1.5 
DYVC: Ju 一 3.5 一 1.5 一 2 


ni 一 2.5 一 1.5 一 1 
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和 =1.5 一 1.5 一 0 
Zi=0+2x1.5=8 
因 6=5.， 但 y=0， 上 去 掉 结 点 的 标记 ， 转 C 
三 、 检 测 点 & ， 因 4 人 Ts*， 故 转 五 
HUT，DEV: $=c, =min {4}=3, 
ba 一 min {3+1—1}=3, 04=2c. 
6 —min {6,,62,6s,6s}—3 
DVYC: ya=3—3=0 
因 3=6s， 故 将 边 《4， 旭 加 入 EE* 中 
因 5=3: 但 y= 0， 上 去 掉 结 点 标记 ， 转 C 
C， 四 、 检 测 点 ， 央 <&T*， 故 转 瑟 
HUT: DEV: $=%, =min {y.}=3 
63=min {ye+.y—w(e, c)}=1 
人 一 cc 
d=min{d,62,60,604,} =1 
DVC: y=3—1=2 
因 1 一 js， 将 边 (eyc》 加 入 EE* 中 ， 转 了 
MAPS(G*)， 检 查 边 (s,c)， 得 


T< 一 一 加 


外 


转 出 口 4 
及 (a，c) 是 一 强 增 广 路 ， 将 边 〈2，c) 加 入 匹配 村 中 ， 去 掉 所 有 标记 ， 转 C 
C， 五 、 检 测 点 / ， 因 了 ET*， 转 再 
HUT:，DEV:， :=%, d=min {9%/}=3 
=min{yt ye wa,f)}=2 
Ti 一 cc 
=min{6.,02,03,84} =2 
DYVC, y=3—2=1 
因 5=5s， 将 边 4, 了 ) 加 入 E* 中 ， 转 针 
MAPS(G*)， 检 查 边 (4, 有 /) 得 


了 < 一 一 三 vp- 6 
. 外 办 外 
两 个 外 部 点 六 无 法 继续 标记 ， 转 本 
HUT, DEV, 62 


2=min{y, ye} =min{1,2}=1 
63==00, =oc 
=min{6, ,02,605,841} =1 
DYVC: Y=1—1= 0 


Ye=2~—1=1i 
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Ya=2+1=8, =1t1=2, y=0+1=1 
Zk=3~—2=1 
内 4 一?: 且 Jr 一 0， 去 掉 结 点 的 标记 ， 转 C。 
C: 六 、 已 无 未 检测 点 ， 转 LL。 
工 : 七 、 打 开花 萄 vw 一 (a,B,c)， 《c,2) 是 匹配 边 ， 故 取 《xq，5) 为 匹配 边 ， 得 
M={(a,b, (c,e)} 
此 即 是 图 6 的 最 大 权 匹 配 ， 总 权 值 为 
W(M)=6+2=8 


习题 与 思考 题 


.图 5.48 的 图 是 否 是 偶 图 ， 如 果 是 ， 求 出 它 的 互补 结 点 子 集 。 
证明， 如 果 忆 是 侦 图 ， 它 有 %# 个 结 点 各 条 边 ， 则 1m?/4。 
证 明 : 一 裸 树 最 多 只 有 一 个 完美 匹配 。 

试 求 及 s,m 中 不 同 的 完美 匹配 的 个 数 。 

对 于 图 5.49 的 偶 图 ， 试 证 明 


网 pe 2 wl 
Vs 


加 ob 


图 5.48 图 5.49 


(1) 它 满足 相 异 性 条 件 。 
(2) 它 满足 条件。 
6. 出 席 某 次 国际 学 术 报 告 会 的 6 个 成 员 &,5,c,4,e,f， 他 们 的 情况 是 
a: 会 讲 汉语 、 法 语 和 日 语 。 

b :会 讲 德 语 、 日 语 和 俄语 
c 
a 
e 


: 会 讲 英语 和 法 语 
:会 讲 汉 语 和 西班牙 语 
: 会 讲 英语 和 德语 
f :会 讲 俄语 和 西班牙 语 
欲 将 比 6 人 分 为 两 个 组 ， 使 得 同一 组 中 任何 两 个 人 不 能 互相 交谈 ， 而 两 组 之 间 可 以 相 
互 交 淡 ， 问 应 如 何 分 组 。 
了. 有 四 名 教师 ， 张 明 、 王 同 、 李 林 和 赵 丽 ， 和 欲 分 派 他 们 去 教 四 门 课 ; 数学 、 物 理 、 
电工 和 图 论 ， 已 知 这 四 位 教师 的 情况 是 : 
张 明 ， 能 教 物 再、 电工 
王 同 ， 能 教 数学 和 图 论 
李宁， 能 教 数学 、 物 理 和 电工 
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赵 丽 ， 能 教 电工 
问 应 如 何 分 派 他 们 的 工作 

38。 一 次 舞会 ， 共 有 及 个 男士 入 个 女士 参加 ， 已 知 每 ?个 汲 士 至 少 认 识 2 个 女 二 :， 
而 每 个 女士 最 多 认识 2 个 男士 ， 问 能 否 把 男 上 和 女士 正好 分 成 对 ， 使 每 一 对 男女 部 彼此 
认识 。 

9. 某 杂志 公布 了 7 个 征求 答案 的 题目 ， 当 从 读者 寄 来 的 解答 中 挑选 每 道 题 的 两 个 解 
答 淮 备 下 期 发 表 时 ， 编 辑 发 现 所 有 14 个 挑选 出 来 的 解答 恰好 是 7 个 读者 提出 的 ， 而 且 他 们 
每 个 人 正好 提供 站 两 个 答案 。 试 证 明 ， 编 加 可 以 怎样 发 表 每 道 题 的 解答 ， 使 得 在 发 表 的 解 
答 中 ， 这 7 个 读者 中 的 每 一 个 人 都 有 一 个 解答 。 

10，#&，hb，c，d，e， 了 六 个 人 组 成 一 全 小 组 检查 五 个 单位 的 工作 ， 阔 某 单 位 和 
5、c、4 三 人 有 过 工作 联系 ， 则 用 {5,c,d} 表 示 ， 共 余 四 个 单位 分 别 是 {4，。， 了 },， a 
5，e，/}，{4，5，4， 放 ，{4，5，c}， 车 到 一 单位 检查 工作 的 人 ， 必 须 是 与 读 单 位 没 发 
生 过 联系 的 人 ， 问 应 如 何 安排 。 

11. 设 44= (qi)swm 是 一 个 布尔 矩阵 ， 且 mw 所 mn，4 从 阵 每 行 部 有 记 个 1 元 素 ， 而 每 列 
1 元 素 的 个 数 不 超 过 名 个 ， 试 证 : 

A=Pi+ Pt "+P 

其 中 Pi 也 是 一 个 x zm 的 布尔 矩阵 ， 和 位 行 有 一 个 1 元素， 每 列 1 元素 的 个 数 不 超 过 一 


个 ， 


12。 所 知 用 %1,%2,%3,%4 四 种 原料 制造 9 ，y2，，y4 四 种 产品 的 成 本 如 下 面 炬 阵 所 
示 ， 问 采用 哪 种 方案 可 使 成 本 景 低 (假定 用 原料 制作 茶 种 产品 就 不 能 再 用 来 制 作 其 他 产 


虹 》 


PY Ya 
2 99 6 59 73 
sa| 79 15 93 87 | 
x3| 67 93 13 81 | 
xsl 16 79 86 26 


13。 两 个 人 在 图 G 上 敌 游 戏 ， 方 靶 是 交替 地 选择 相 异 的 结 点 rm， zm，za…， 使 得 对 每 
个 i> 0 ，v: 女 接 于 v0;-!,， 最 后 一 个 结 点 的 选择 者 得 胜 。 试 还 明 ， 每 一 个 选 点 人 有 一 个 得 
胜 策 略 当 且 仅 当 图 G 没有 完美 匹配 。 

14。 对 于 图 5,50 所 示 的 偶 图 ， 试 构造 

(1) 最 大 基数 匹配 。 

(2 ) 最 大 权 匹 配 。 

15， 对 于 图 5.51 所 示 的 图 ， 试 构造 

(1) 最 大 基数 匹配 。 

《2 ) 最 大 权 匹 配 。 

16. 基 大 基数 匹配 算法 如 何 把 已 经 错误 地 放 入 解 中 的 一 条 边 除 去 ? 最 大 权 匹 配 如 何 解 
决 这 个 问题 呢 ? 

17， 试 证 明 : 完全 图 名 。 中 不 同 的 完美 匹配 的 个 数 是 
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N= (21)1/2°°n! 


图 5.50 图 5.51 
18， 某 机 加 车 间 拥 有 六 人 台 不 问 的 钻床 。 某 日 来 了 五 个 需要 铬 孔 的 工件 ， 在 每 台 钼 床上 
对 每 个 工件 进行 加 工 所 需 的 工时 如 下 所 示 ， 求 每 一 个 工件 都 在 术 辣 机 床上 加 工 最 优 方法 。 


四 | A B c 已 E 
1 | 5 了 [3 4 9 
2 8 10 3 1 了 
3 6 11 5 4 7 
4 3 8 7 3 9 
了 | 3 6 4 - 2 7 
请 3 7 5 | 3 i 7 
19。 联合 国 发 起 姐妹 城市 活动 ， 城 市 双双 地 配对 进行 文化 交流 活动 ， 今 在 10 个 新 的 城 
市 让 请 参加 ， 试 求 这 些 城市 双双 配对 的 最 好 方案 以 使 所 有 姐妹 城市 之 间 的 距离 总 和 为 最 
短 ， 城 市 之 问 的 距离 如 下 。 
mre] | ||| 
1 0 80 70 70 650 45 30 110 83 153 
2 75 95 0 80 90 | te 79 四 
3 站 65 70 60 100 80 B0 53 
4 [a 0 80 70 170 200 250 
5 nD Tt0 170 I90 270 300 
6 | 用 100 150 110 200 
了 自 75 95 100 
8 0 96 100 
9 0 50 
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第 六 章 图 的 着 色 


$6.1 地 图 的 着 色 


所 请 图 的 着 色 ， 是 指 对 图 的 每 个 结 点 (或 迪 或 平面 图 的 面 ) 指定 一 种 颜色 ， 使 相 邻 的 
结 点 〈 边 或 而 ) 不 同色 。 
对 图 着 色 的 研究 ， 不 仅 有 重大 的 理论 意义 和 应 用 价值 ， 而 且 也 有 和 悠久 的 历史 。 它 的 起 
源 可 以 追 尘 到 150 年 前 ， 由 对 地 图 的 着 色 而 引起 ， 即 提出 了 这 样 一 个 问题 : 在 一 个 平 而 上 
的 任何 地 图 、 是 否 可 以 最 多 只 用 四 种 颜色 就 能 使 相 邻 的 国 家 着 不 同 的 颜色 。( 两 个 国家 相 
邻 臣 指 它 们 有 一 段 公共 的 边界 线 ， 而 不 是 仅 有 一 个 公共 点 )。 
Phe 1(a) 的 平面 图 的 面 着 色 ， 由 于 曾 E 与 B， 珈 C 与 D 不 相 邻 ”图 的 着 色 可 
以 不 多 下 四 种 颜色 ， 而 对 (b) 图 的 着 色 ， 无 论 怎样 安排 ， 少 于 四 种 颜色 都 是 不 行 的 。 
1852 年 ， 格 思 电 (Guthrie》 把 地 图 的 着 色 最 多 内 须 则 


; Dy “ 种 颜色 的 猫 想 告诉 他 的 哥 可 弗 羔 得 里 克 《〈Frederick)， 哥 解 
《) OD 决 不 了 转 而 请 教 他 的 老师 德 .摩根 《D. Morgan)。 这 一 命题 
(9 从 站 观 或 实践 中 都 表明 是 正确 的 ， 但 更 用 数学 给 予 严 格 的 还 

Ca (by 明 却 遇 划 了 很 多 困难 ， 央 而 称 为 “四 色 狂 想 ”。1878 乍 ， 凯 

图 6.1 菜 (Cayley) 把 它 提 到 伦敦 数学 学 会 上 ， “由 色 猜想 ”公庄 
于 世 ， 引 起 了 各 国 数学 界 的 注意 和 兴趣 。 

1879 年， 肯 普 (Kempe》 给 出 了 这 个 猜想 的 许多 个 错误 “征明” 中 的 第 一 个 “证 昭 ”， 
11 年 后 ， 即 1890 年 ， 希 伍德 〈Heawood) 发 现 了 它 的 一 个 错误 ， 但 希 伍德 指出 ， 如 果 把 
“四 ” 换 成 “五 ?， 这 个 狂想 就 对 了 ， 因 而 提出 了 “五 色 定理 ?， 但 是 仪 仅 过 了 一 年 ， 替 大 
特 (Heffter》 就 指出 希 伍 德 在 五 色 定理 的 论证 中 蔬 忽 的 几 个 错误 并 作 了 修正 。1989 午 ， 
奥 尔 《Ore》 和 斯 坦 莹 尔 (Stemple) 对 少 于 40 个 国家 的 所 有 地 图 ， 证 明了 “四 色 猜 赵 ” 
的 正确 性 。 然 而 对 任意 多 个 国家 , “四 色 猪 想 ” 的 正确 性 仍然 没有 证 明 出 来 。 一 百 多 年 来 
这 一 数学 难题 吸引 着 众多 数学 家 和 数学 爱好 者 ， 有 的 甚至 为 它 探索 终身 ， 虽然 没有 获得 成 
功 ， 但 对 这 个 问题 的 研究 促进 了 图 移 可 着 色 性 的 研究 ， 取 得 了 很 多 重要 的 成 果 ， 为 今后 到 
环 究 莫 定 了 稻 好 的 基础 ， 而 且 也 导致 了 对 图 论 其 他 一 些 领域 的 探 计 ， 优 进 了 图 论 的 理论 和 
应 用 的 发 展 。 

1976 年 ， 美 国 青年 数学 家 阿 佩 尔 (Appel》 和 黑 肖 《Hakan) 首次 应 用 计算 机 证 明了 
这 一 礁 题 ， 使 “四 色 猜 想 ” 成 为 “四 色 定 理 ?。 他 们 从 1976 年 1 月 至 6 月 在 三 部 计算 机 上 
用 了 1200 小 时 ， 作 了 近 百 亿 次 逻辑 判断 才 得 出 结果 ， 除 证 法 奇特 之 外 ， 一 些 关 系 重 大 的 计 
划 也 是 由 计算 机 实验 来 完成 的 ， 证 明 的 正确 性 如 果 不 借助 计算 机 也 无 法 检验 ， 其 复杂 程度 
可 想 而 知 ， 限 于 篇 幅 ， 这 里 就 不 作 介绍 了 。 

由 于 五 色 定理 在 历史 上 对 四 色 猜 想 的 证 明 ， 起 到 一 定 的 促进 作用 ， 也 有 助 于 我 们 对 问 
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题 的 思考 ， 王 一 节 我 们 将 对 五 色 定理 的 证 明 作 一 介绍 。 


$6.2 五 色 定 理 


任 一 平面 图 都 有 一 个 对 偶 图 ， 平 面 图 的 面 和 它 的 对 人 香 图 的 结 点 有 着 一 一 对 应 的 关系 ， 
所 以 对 平面 图 面 的 着 色 ， 可 归 化 为 对 其 对 偶 图 点 的 着 色 ， 显 然 研究 平面 图 点 的 着 色 娄 比 研 
究 面 的 着 色 更 为 方便 ， 所 以 对 地 图 面 的 着 色 都 是 归 化 为 点 的 着 色 进 行 研究 的 。 

定义 6.1 平 而 上 一 条 连续 的 自身 不 相交 且 始 点 与 终点 相 重 合 的 曲线 ， 称 为 约 当 

(Jordan〉 曲线 。 

例如 平面 图 的 任 一 个 而 它 的 周 界 的 各 条 边 的 并 集 构 成 一 条 约 当 曲线 。 

显然 可 见 ， 若 7 是 平面 上 的 一 条 约 当 曲线 ， 则 了 把 平 而 分 成 两 部 份 ， 一 部 份 是 有 限 
面 ， 称 为 了 的 内 部 ， 一 部 份 是 无 限 面 ， 称 为 了 的 外 部 。 由 此 得 到 著名 的 约 当 典 线 定理 如 下 

定理 6.1 若是 平面 上 的 一 条 约 当 更 线 ，“ 和 少 分 别 是 了 内 部 和 外 部 上 的 任意 两 个 
点 ， 则 %* 和 和 少 的 会 何 连 线 必 与 了 至 少 有 一 交点 。 

定理 的 正确 性 在 直观 上 是 显然 的 ， 如 图 6.2 所 示 。 但 它 的 严格 证 切 却 十 分 困难 。 这 里 
从 略 。 

定义 6.2 对 图 G=(F, E) 的 结 点 着 色 ， 使 任 意 两 个 
相 邻 的 结 点 都 不 同色 ， 则 称 这 种 着 色 是 下 常 的 (或 正常 着 5 
色 )。 若 正常 着 色 时 使 用 了 名 种 颜色 ， 则 称 图 G 是 结 点 万 可 
着 色 的 。 

定义 6.3 对 图 G 的 结 点 正常 着 色 需 要 最 少 颜色 的 种 
数 ， 称 为 图 G 的 点 色 数 ， 记 作 %。(G)。 图 6.2 

如 果 图 G 是 结 点 万 可 着 色 的 ， 显 然 有 w(G) 和 BR。 以 后 
讨论 图 的 着 色 都 指正 常 着 色 ， 因 此 正常 二 字 可 以 略 去 ， 简 称 为 图 的 着 色 。 

定理 6.2 任意 一 个 平 而 图 都 是 结 点 5 可 着 色 的 。 

证 ， 对 图 G 的 结 点 数 用 归纳 法 证 明 如 下 

当 结 点 数 ws5 时 ， 命 题 显然 成 立 。 

设 w 一 1 个 结 点 时 命题 成 立 ， 下 面 证 明 个 结 点 时 命题 亦 成 立 。 

由 于 平行 边 和 自 环 不 影响 点 的 色 数 ， 所 以 任意 一 个 平面 图 都 可 当 作 简单 平 而 图 处 理 ， 
由 定理 4.2 的 推论 2 知 ， 一 简单 平面 图 至 少 有 一 结 点 的 次 数 小 于 等 于 5 ， 设 此 结 点 为 wo 
将 w 以 及 与 它 关联 的 边 从 图 中 删 去 ， 得 图 Go=G 一 {vo} 则 Ge 有 ?# 一 1 个 结 点 ， 根 据 假设 前 
提 ，Go 是 5 可 着 色 的 。 

现在 将 m 及 原来 与 它 关联 的 边 仍旧 加 到 Cs 上 ， 图 又 恢复 为 ”个 结 点 的 图 G， 这 时 有 
两 种 可 能 : 

(1) w 的 次 数 小 于 5 ， 即 deg(w0)<5。 

在 这 种 情况 下 ， 与 m 邻接 的 结 点 不 超过 4 个 〈 或 者 说 最 多 有 4 个 )， 即 与 m 邻接 的 结 
点 最 多 用 了 4 种 颜色 ， 则 m 可 以 着 与 它 的 邻接 点 不 同 的 颜色 ， 听 不 会 使 着 色 数 超过 5 种 ， 
因此 图 是 5 可 着 色 的， 命题 得 证 。 

(2) m 的 次 数 等 于 5 ， 即 deg(wo) 二 5。 
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不 失 一 般 性 ， 假 定 与 vo 邻接 的 5 个 结 点 已 分 别 着 上 了 5 种 不 同 的 颜色 : 红 、 白 、 黄 、 
蓝 . 黑 ， 旭 图 6.3 所 示 。 

现在 看 图 台中 w 以 外 的 其 他 点 的 情况 ， 我 们 把 所 有 车 .上 红 、 黄 色 的 结 点 集合 称 为 红 
黄 集 ， 把 所 有 着 上 黑 、 白 色 的 结 点 集合 称 为 黑白 集 , 这 时 将 wo 去 掉 后 可 能 出 现 两 种 情况 : 

(Ca) 去掉 wo 后 结 点 v1 与 03 分 处 在 两 个 连通 分 支 中 ， 如 图 6.4 所 表示 的 那样 ， 这 时 


黄白 
v3 D2 
2) 红 
pr 
蓝 
8 展 
图 6.3 图 6.4 


将 如 所 处 的 连通 块 中 的 红 黄 色 对 换 ( 即 原来 着 黄色 的 点 改善 红色 ， 原 来 着 红色 的 点 改 状 
黄色 )， 并 不 影响 整个 图 的 正常 着 色 ， 于 是 zm 改 着 红色 ， 则 与 vo 邻接 的 5 个 结 点 只 着 1 种 
颜色 ， 白 、 红 、 蓝 、 黑 、 红 ， 因 而 w 可 着 第 5 种 颜色 : 黄色 。 于 是 图 G 是 5 可 着 色 的 ， 
命题 得 证 。 

Cb) 去掉 名 后 与 ws 处 在 则 一 过 遂 分 支 中 ， 如 图 6.5 所 表示 的 那样 , 则 vw 与 v， 有 
一 道路 ， 其 中 点 的 颜色 红 黄 交替 出现 ， 它 与 vo 构成 一 回路 C， 也 就 是 约 当 归 线 ， 这 时 结 点 
处 在 曲线 的 内 部 而 结 点 vs 则 处 在 曲线 的 外 部 ，v2 与 v5 的 任何 迷 线 必 与 曲线 相交， 与 
平面 图 的 条 件 矛 古 。 因 此 约 当 曲线 C 必然 将 黑白 集中 的 结 点 分 成 两 个 连通 分 支 ， 使 22 和 
v5 分 别处 于 两 个 连通 分 支 中 ， 王 是 问题 同 到 《ay， 可 将 也 (或 ws》 所 在 的 分 支 中 的 黑白 色 
对 换 ,于 是 与 wo 邻接 的 5 个 结 点 也 只 着 了 4 种 颜色 ,wo 就 可 着 第 5 种 颜色 。 BE 

与 定义 6.2 及 定义 8.3 类似， 我们 也 可 得 到 图 G 边 的 正常 着 色 、 边 衣 可 着 色 以 及 边 
色 数 的 定义 。 图 6 的 边 色 数 记 作 ze(G)。 

如 图 6,6 结 点 上 的 标号 表示 结 点 着 色 种 类 号 ， 边 上 标的 数字 则 表示 边 着 色 的 种 类 号 ， 
可 见 图 《2》 的 点 色 数 为 2 而 边 色 数 为 3 ， 即 go(GD) 一 2，gye(GD) = 一 3， 图 (hb ) 的 点 色 数 
为 3 而 边 色 数 为 4， 即 多 ,(Gs) 二 3，Y,(Gs) 二 4。 


图 6.5 图 6.6 
图 G 的 边 着 色相 当 于 对 边 集 合 的 一 种 划分 ， 每 -种 颜色 的 边 集合 构成 G 的 一 个 下 配 。 
一 个 图 最 多 有 多 少 边 可 以 着 加 -颜色 实际 上 是 求 图 的 最 大 基数 匹配 问题 。 
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定理 6.3 无 审 迪 的 简单 连通 3 正则 平面 图 都 是 边 3 可 着 色 的 。 


证 ， 设 G 是 所 给 的 平面 图 ， 因 为 无 制 边 所 以 每 条 边 都 分 上 
顺 两 个 不 同 的 面 ， 如 图 6.7 所 示 ， 根 据 四 色 定理 ， 图 的 结 点 本 
或 熙 都 是 4 可 着 色 的 ， 不 妨 设 以 m 为 公共 点 的 三 个 面 分 别 mh 
着 上 Cu Cs Cs 三 种 颜色 ， 现 用 边 所 分 隔 的 两 个 面 的 颜色 之 PS 
和 为 该 边 着 色 ， 即 用 颜色 《Ci+ C:) 给 边 着 色 , 用 《Cs bn 
C 给 m 着 色 ， 用 〈Ci+ Ca) 给 6 着色 ，( 显 然 用 怎样 的 图 6.7 
符号 来 表示 颜色 是 无 关 紧 要 的 )， 王 是 与 钴 -个 结 点 关 联 的 
3 条 边 分 别 着 上 了 三 种 颜色 ， 图 是 边 3 可 着 色 的 。 I 


86.3 边 的 着 色 


前 面 我 们 讨论 了 平面 图 的 着 色 ， 下 面 我 们 将 进而 讨论 一 般 图 的 着 色 问 题 ， 也 分 为 边 的 
着 色 和 点 的 着 色 两 类 ， 这 一 节 先 讨论 边 的 着 色 。 并 首先 给 出 两 种 特殊 类 型 图 边 着 色 的 特性 。 
在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 用 A(G ?表示 图 G 的 最 大 结 点 次 数 ， 并 简 记 作 A。 
定理 6.4 著 G 是 偶 图 ， 则 
PAG)=A 6.1) 
证 : 设 G 的 两 个 互补 结 点 子 集 为 有 和 VV， 著 fV:| 之 JF:|， 则 在 Vi 中 增加 一 些 结 点 
成 为 Fi 使 IV4| =1Vs|，( 如 果 |p:| 之 17,| 则 作息 反 处 理 使 两 子 集 的 结 点 数 相 锋 ), 对 i & 
VU 及 yy&V:， 著 G 中 无 边 《%;, yy;)， 则 增加 一 条 边 《%:, 37)， 通 过 以 上 的 增添 ， 图 G= 
《P, EE) 成 为 图 Gs=(V',E1')， 显然 Gs。 是 A 次 正则 偶 图 ， 出 定理 5.4 的 推论 可 知 ， 它 有 
- 完美 匹配 Mi:， 令 Es 二 户 一 寻 ,， 得 到 图 G1= (VY ,Es)， 则 Gs 是 (A 一 1) 次 正则 
侦 图 ， 它 也 有 一 完美 区 配 M;， 如 此 继续 下 去 可 以 得 到 M1, M,;, "MM。 个 完美 匹配 ， 每 一 
个 完美 匹配 可 着 一 种 颜色 ， 便 得 到 G。 的 边 A 着 色 ， 即 
FAG)=A 
由 于 G 的 结 点 最 大 次 数 为 A， 所 以 在 G4 的 A 个 完美 匹配 中 ， 每 一 个 匹配 至 少 含有 G 的 
一 条 边 ， 从 A 个 完美 匹配 中 去 掉 增 浴 的 结 点 和 边 ， 得 到 图 G 的 A 个 匹配 ， 显 然 它 也 是 边 
A 着 色 的 ， 即 


FG)=A [| 
定理 6.5 对 简单 完全 图 玉 ,， 有 


vy,(K,) =- 位 当 * 是 奇数 


nn 一 1， 当 %#% 是 偶数 
证 设 %* = 偶数 ， 显 然 油 是 定 理 5,8 的 条 件 ， 故 图 G 存在 完美 匹配 。 记 G 的 # 个 结 
所 为 go wo …， vu.1， 取 边 集 
(oo 0， (92, 和 o-D， (Va, pp， (var te)} 
划 MM, 是 的 一 个 完美 匹配 。 同 理 按 以 上 顺序 作 轮换 (w, pm，…, ww- 0， 将 得 到 # 一 1 个 
边 不 重 的 完美 匹配 M1, Mi, Ms。_;， 朋 有 


nm-l 
DH = ls) 
t+=1 2 


{6.2) 
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对 每 一 个 完美 匹配 中 的 边 着 上 一 种 颜色 ， 得 
可 (CC) 一 到 一 1 
设 ”= 奇数 ,这 时 在 图 G 上 增加 一 个 点 mm 并 在 w 与 其 余 #4 个 结 点 之 问 都 连接 一 条 过 ， 
图 G 成 为 G: ， 因 此 G' 是 结 点 数 为 # 一 5+: 的 完全 图 ， 而 ww 为 偶数 ， 它 有 一 1 一 4 个 
完美 匹配 ， 即 
PAC') = 
现 将 G 中 结 点 v5 及 与 v4 关联 的 边 去 掉 ， 图 G' 纪 复 成 G， 而 在 % 个 完美 四 配 中 ， 每 一 个 
丐 本 只 去 罚 一 条 边 《vs, wp)，? 一 0 1，……% 一 1， 结 朵 仍然 是 % 个 边 不 重 的 匹配， 它们 的 并 
集 即 是 G 的 边 集 ， 因 此 
AG) = 0 
以 上 给 出 的 大 求 两 个 特殊 图 边 色 数 的 公式 ， 至 下 一 般 图 的 边 色 数 是 多 少 昵 ?首先 我 们 
看 到 ， 如 果 图 的 最 大 结 点 次 数 为 4， 意味 着 至 少 存在 -个 结 上 灸 它 有 A 条 关联 边 ， 这 A 条 
边 必 须 着 不 同 颜色 ， 因 此 图 的 边 色 数 不 可 能 小 下 A， 凤 
A 挟 go(G) 
共 次 ， 任 何 一 个 简单 图 的 边 色 数 不 会 超过 结 点 数 相同 的 完全 图 的 边 色 数 ， 由 式 《6.2)， 则 
一 般 图 的 边 色 数 应 有 
PCG) EA+1=N 
基于 以 上 考虑 ， 人 们 自然 会 得 出 如 下 关系 ， 即 
A<YACI EAT 
1964 年 Vizing 证 明了 这 一 结论 。 
定理 6.6 (Vizing) 对 任意 简单 图 G， 
A<PAG) EA+L (6.3) 
证 ，A 志 .(G) 是 显然 的 ， 下 面 只 证 ”0(C) 扫 A+1。 对 边 数 用 归纳 法 证 明 如 下 。 
设 | 吾 | 一 如 ， 当 琳 一 1 时 定理 用 然 成 立 。 设 | 殖 |= 玉 一 1 时 定理 成 立 ， 证 明 | 殖 |= 六 时 命 
题 亦 成 立 。 此 时 图 为 G。 
设 在 G 中 只 有 边 〈z, w) 尚未 着 色 ， 其 余 好 一 1 条 边 已 正常 善 色 , 并且 色 数 不 超 过 
A+l 


我 们 约定 ， 如 与 结 点 儿 关 联 的 边 已 着 颜色 C， 则 称 色 C 在 结 点 上 出 现 ， 或 称 结 点 
区 有 色 C， 如 与 :关联 的 所 有 边 都 没有 着 颜色 C， 则 称 色 C 没有 在 结 点 v; 上 出现， 或 称 
结 点 四 缺 色 C。 


现在 考查 结 点 im 由 于 C 的 结 点 最 大 次 数 为 A， 故 与 
邻接 的 结 点 最 多 有 人 A 个 ， 除 与 ”邻接 外 ， 不 妨 设 邻接 点 还 有 
au "ass 而 且 4 与 这 和 一 1 个 结 点 已 正常 着 色 ， 即 4 与 
这 些 结 点 的 连接 边 都 已 着 上 了 不 同 的 颜色 ， 如 图 6.8 所 未 ， 
我 们 进而 考查 与 % 邻接 的 A 个 结 点 ， 可 以 得 出 ， 

(1) 与 这 些 结 点 关联 的 边 不 超过 A 条 , 给 这 些 边 着 不 
同 颜色 不 会 超过 A 种 ， 而 题 设 色 数 可 以 达到 A+ 1， 因 此 每 
一 结 点 至 少 有 一 种 颜色 不 在 其 上 出 现 ， 即 每 一 结 点 至 少 缺 一 


om 


(2》 当 这 些 结 点 与 4 连接 的 边 未 着 色 时 ， 则 其 中 任意 两 个 结 点 都 不 可 能 只 缺 相同 的 

一 种 颜色 。 因 为 如 果 w 只 缺 色 C， 则 边 lw, wm) 必须 着 C 色 ,车 纪 也 只 缺 色 C， 则 边 

(mw, vs》 也 必须 着 C 色 ， 于 是 这 两 条 都 与 结 点 # 关联 的 边 都 着 了 相同 的 颜色 C， 与 正常 着 
色 了 矛盾 。 

基于 以 上 分 析 ， 我 们 先 考查 结 点 mw 设 " 点 缺 C, 色 ， 若 #% 点 也 缺 C: 色 ， 则 可 将 未 着 
色 的 边 (mw, v) 着 Cl 色 ， 使 得 色 数 没有 超过 A+1， 命 题 得 证 。 

如 果 # 并 不 缺 C1 色 ， 说 明 必 然 有 与 4 关联 的 一 条 边 着 了 C1 色 ， 不 妨 设 是 边 (, 21)， 
继而 考查 结 点 wm， 因为 wm 也 一 定 缺 一 种 颜色 ， 设 为 Ca， 如 果 # 也 缺 C:， 则 可 将 边 (oo my) 
改 着 Cz 色 而 将 色 C1 着 边 (w, v)， 于 是 边 (ws v) 得 到 正常 着 色 ， 命 题 亦 得 证 。 若 % 并 不 
缺 C: 色 ， 则 必然 有 一 条 与 关联 的 边 着 了 色 C， 设 是 边 (ws )， 可 用 以 上 的 分 析 方 法 
考查 结 点 训 ， 如 此 m，ze, “逐个 考查 下 去 ， 只 要 考查 到 与 % 邻接 的 结 点 v; 缺 的 颜 色 也 是 
& 缺 的 颜色 ， 则 可 将 边 (ww,v:) 着 上 这 种 颜色 ， 而 将 原来 给 边 《wv0:》 着 的 色 C; 退回 去 给 
边 《ws vi-1) 着 色 ， 如 此 逐个 退 国 重新 着 色 ， 最 后 也 可 使 边 《ws 2) 着 上 色 Ci 而 达到 正常 
着 色 。 由 于 双 的 次 数 是 有 限 的 ， 考 查 到 与 4% 邻接 的 最 后 一 个 结 卡 w-:， 则 v。-' 缺 的 颜色 必 
然 也 是 &% 缺 的 颜色 ， 可 将 这 种 颜色 给 边 (w, v6。-1) 着 色 ， 并 按 上 述 步 又 依次 退回 重新 着 色 
而 达到 使 边 (w,v) 正常 着 色 的 目的 。 有 

推论 ， 对 无 环 多 重 图 G， 有 


回 


A 反 8eG)sAT (6.4) 
其 中 如 为 G 中 连接 两 个 结 点 之 间 的 最 大 边 数 《 称 为 G 的 最 大 重 边 数 ) 

由 定理 6.6 知 ， 任 意 一 个 简单 图 C， 它 的 边 色 数 只 有 了 两 种 可 能 值 ， 即 we(C)= 一 A 或 
Ye(G) 一 Ad+1l， 如 果 是 前 者 ， 称 图 是 第 一 型 的 而 称 后 者 的 图 是 第 二 型 的 。 一 个 图 究竟 属 第 
一 型 还 是 第 二 型 ， 除 了 一 些 特殊 图 之 外 《〈 如 上 面 讲 的 倘 图 或 完全 图 )， 尚 无 一 个 普 斋 有 效 
的 判定 法 则 。 仍 是 一 个 尚 待 解决 的 课题 。 

定理 6.7 有 %* 个 结 点 % 条 边 的 简单 图 G， 若 


mA (6.5) 


则 G 是 第 二 型 的 。 
证 ， 用 反 证 法 ， 设 是 第 -- 型 的 ， 则 用 A 种 颜色 即 可 使 图 的 边 正常 着 色 ， 着 同 一 种 
颜色 的 边 即 是 图 的 一 个 匹配 ， 由 于 图 有 # 个 结 点 ， 显 然 最 大 基数 匹配 边 数 也 不 会 大 十 


[中 ， 帮 和 个 匹配 总 的 边 数 不 会 超过 A "| 加]， 即 


2 
| 
Wi 加 


和 假设 矛盾 ， 故 G 不 是 第 一 型 的 。 1 

但 应 注意 ， 这 一 定理 给 出 的 条 件 是 充分 而 非 必要 条 件 。 例 如 图 6.9 所 示 的 彼 特 森 岁 是 
第 二 型 的 ， 并 未 满足 这 一 条 件 。 

研究 图 的 边 着 色 问题 ， 有 它 的 实际 意义 ， 所 谓 排 课表 问题 ， 就 是 一 个 典 型 的 应 讲 便 
于 。 

例如 某所 学 校 有 和 名 教师 %,%2， ,xr 和 丈 个 班级 yo ya， ym 已 确定 教师 x; 每 
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样 制订 课时 表 便 上 课 的 节 数 尽 


周 要 给 班级 y; 上 Pi 节 课 ， 在 教室 足够 的 首 提 人 下， 问 应 
可 能 少 。 

刘 天 = 1 oa Xo， 二 {ys oo ym}， 令 瑟 和 Y 为 偶 图 的 两 个 豆 补 结 点 子 
集 ， 车 *; 给 y; 上 Ps 课 ， 则 在 结 点 %i 与 ;之 问 连 接 卫 条 平行 边 ， 如 图 6.10。 溃 然 ， 同 


几 6.9 几 6.10 


一 节 巢 里 ，-…- 位 教师 只 能 教 一 个 班级 ， 而 每 个 班级 最 多 只 能 由 一 位 教师 上 课 ， 所 以 一 节 课 
里 教师 和 班 盈 构成 一 个 匹配 ， 排 课表 问题 就 是 把 偶 图 划分 为 匹配 并 使 匹配 的 个 数 尽 可 能 地 
少 ， 相 当 于 寻求 边 着 色 的 色 数 ， 已 知 偶 图 的 过 色 数 是 A&， 因 此 ， 如 果 没 有 教师 教 多 于 己 
节 的 课 以 及 没有 班级 上 多 于 卫 闻 的 课 ， 敢 么 就 可 制订 卫 课 时 的 课 骨 ， 也 是 最 少 节 数 的 课时 
表 。 

以 上 是 在 教室 足够 的 条 件 下 ， 课 时 表 的 安排 是 比较 简单 的 ， 如 果 教 室 比较 紧张 ， 如 何 
在 布 限 教室 的 条 件 下 制订 一 个 较为 完善 的 课时 表 呢 ? 


例如 ， 有 四 位 教师 和 五 ga 
个 班级 ， 教 师 邓 给 班级 y; “2 11 9 
上 Pi; 节录 可 用 讲课 矩阵 P=x|0 1 0 1 0 
卫 = (pi;) 来 表示 和 如。 xa0 1 1 1 0 
可 以 有 两 种 排 课 方案 均 slo 9 0 1 1 
能 满足 开课 的 要 求 ， 如 表 6.1 的 (3 ) 和 (b)， 在 (a ) 玫 中 ， 第 一 节 有 下 个 班级 上 课 ， 因 此 
表 5.1 


2 只 | ~、 ps x pe | ~、 yr 
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需要 四 个 教室 ， 而 在 (b ) 表 中 ， 每 一 节 课 都 只 有 三 个 班级 在 上 课 ， 故 只 需 三 个 教室 。 由 此 
说 明 在 课时 节 数 一 定 的 前 提 下 ， 如 果 安 排 价 当 ， 可 以 少 用 教室 。 

另 一 方面 ， 如 果 只 有 两 个 教室 可 供 使 用 ， 显 然 上 面 两 种 课 玫 都 不 能 满足 开课 要 求 ， 必 
须 增 加 课时 节 数 ， 那 么 应 该 安排 多 少 节 课 才 丛 当 呢 ? 下 面 的 定理 作 了 回答 ， 现 在 先 介绍 一 
个 引 理 。 

引 理 6.1 设 轩 和 NN 是 图 G 的 两 个 边 不 重 的 匹配 ， 并 匡 | 台 |>INI， 则 G 中 存在 两 个 
边 不 重 的 匹配 M' 和 NN’， 使 得 IM'|=|MI 一 1, |N’|=|IN|+1, 且 M'LN’=MUN。 

证 ， 由 定理 5,2 的 证 明 可知 ，M 儿 NN 的 每 个 连通 分 支 ， 或 者 是 由 2 和 的 边 交 在 出 
现 构 成 的 回路 ， 或 者 是 ML 入 的 边 交替 出 现 的 路 人 答 ， 由 本 Mi >IN|， 必 有 一 条 交 赫 路 
卫 =go， v1, py Ves- 4， Way Vint19 其 路 谷 长 度 为 奇数 日 两 个 端点 mm 和 wo 是 杂 饱 和 点 
而 非 六 饱和 点 ， 即 五 中 属于 MM 的 边 比 属于 六 的 边 多 一 条 、 出 十 对 与 入 边 不 重 ( 妈 无 公 
共 边 )，MGBN MUN， 现 在 我 们 把 卫 中 边 的 隶属 关系 改变 ， 即 将 原 属于 N 的 边 改 为 属 
F M， 原 属于 M 的 边 改 为 属于 NN， 于 是 放 变 为 MM'，N 变 为 和 N'， 即 
MM’ 一 [一 go 90) (Vy ta) (Va ant1) FIL {Cs da), Css Ta), ey Cin, Wen)} 
N’ =[CN {Cv v2), C03 ve) oy CVan71s oa) 让 UTC 加) Coe 3), os Cems Va+1)} 
显然 有 


MNN’=$, [MI=IMI-t, IN’|=INI+1 I 
定理 6.8 ”对偶 图 G， 若 卫 之 A， 则 存在 G 的 互 个 边 不 重 的 匹配 Mi, 了,, "Me, 使 
得 


EM MU UMs (6.6) 
并 且 对 于 1 记忆 万 P， 有 


[到 | <aes 人 | 二 | (6.7) 

证 ， 由 定理 6.4 知 ， 偶 图 G 可 以 划分 为 人 个 边 不 重 的 匹配 MM 人 MM， ,M$， 对 
卫 之 A， 可 以 将 这 入 个 匹配 再 细 分 为 卫 个 边 不 重 的 匹配 Mi;, 用;, …, Ms， 使 得 
E=MiU MU UUM; 

式 (6.6) 表明 ， 在 G 的 卫 个 匹配 中 的 任意 两 个 匹配 M; 和 MH;， 它 们 的 边 数 最 多 相 
差 1 ， 这 是 可 以 实现 的 ， 因 为 对 边 数 相差 超过 1 的 任意 两 个 匹配 村; 和 MM;， 可 以 反复 应 
用 引 理 6.1 使 最 后 得 到 G 的 卫 个 匹配 满足 式 《6.6》 和 (6.7)。 a 

式 〈6.7) 为 我 们 恰当 地 制订 课表 提供 了 理论 依据 ， 式 中 | 五 | 相当 于 每 天 上 课 总 时 数 ， 
卫 为 每 天 安排 的 上 课 节 数 ，124| 为 每 节 课 上 课 需 要 的 教室 数 ， 如 上 面 的 例子 ， 当 总 课时 为 
11 闻 课时 ， 如 果 每 天 安排 四 节 课 ， 需 要 教室 三 问 ， 如 果 只 有 两 癌 教 室 可 供 使 用 , 则 必须 至 
少 安排 六 节 课 才能 满足 要 求 。 


$6.4 独立 集 、 支 配 集 、 徐 盖 和 


为 了 给 于 一 节 图 的 结 点 着 色 作 准备 ， 这 一 节 先 介绍 独立 集 和 支配 集 的 概念 。 
定义 6.4 对 图 G=(F, EE) 的 结 点 子 集 SCV， 如 果 
《1) S 中 的 任意 两 个 结 点 均 不 相 邻 ， 则 称 S 为 G 的 一 个 独立 集 。 
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(2) 车 S 是 G 的 独立 集 ， 且 任 一 结 点 vEV 一 S 必 与 8 中 至 少 一 个 结 点 相 邻 ， 则 称 5 
为 6 的 极 天 独立 集 。 

(3) 车 S 是 G 的 独立 集 ， 且 不 存在 6 的 另 一 独立 集 S' 满 足 |S'| 沁 1S!， 则 称 S 为 G 
的 最 大 独立 集 。 


C4) G 的 最 大 独立 集 S 的 基数 1S1， 称 为 G 的 独立 数 ， 记 作 了 (G)。 
如 图 6.11 的 图 G，{ 对 ，{e c}，{as c 4}，{4, c 六 等 都 是 独立 集 而 {4,e}，1{5, 六 
等 是 极 大 独立 集 ，{a ce, 4,，/，{e, c 4, gj} 则 是 最 大 独立 集 ， 这 里 I(G)= 1。 


国 了 由 独立 集 的 定义 可 知 
《1) 图 G 的 每 一 个 结 点 构成 一 个 独立 集 。 
加 Y (2 ) 极 大 独立 集 不 是 唯一 的 ， 它 的 基数 不 一 定 是 最 大 
的 ， 但 它 的 元 素数 目 已 达到 极限 ， 即 不 可 能 再 加 入 其 他 结 点 
y > 而 不 破坏 它 的 独立 性 。 
网 6. 《3 ) 最 大 独立 集 必然 也 是 极 大 独立 集 而 且 元 素数 目 是 
最 多 的 。 


《4) 任 一 完全 图 KK 的 独立 数 了 (Ks) 一 1 
《5) 偶 图 G 只 有 两 个 极 大 独立 集 ， 邯 是 它 的 两 个 互补 结 点 子 集 V: 和 VV,。 
图 的 独立 集 与 图 的 匹配 相 类 似 ， 都 是 从 独立 性 的 概念 来 定义 的 ， 前 者 是 图 的 不 相信 的 
结 点 集合 ， 后 者 则 是 图 的 不 相 邻 的 边 集 含 ， 虽 然 如 此 ， 独 立 集 却 没 有 类 似 匹 配 理论 的 独立 
集 理论 。 而 且 ， 日 前 还 没有 一 个 求 图 的 最 大 独立 集 的 有 效 算法 。 从 理论 上 讲 要 求 图 的 最 大 
独立 集 并 不 困难 ， 只 要 采取 逐 点 试 深 法 ， 最 终 总 能 找到 图 的 极 大 独立 集 ， 所 谓 逐 点 试探 法 
就 是 从 任 一 结 点 开始 ， 然 后 每 次 增加 一 个 结 点 ， 使 所 加 的 结 点 与 已 有 的 结 点 均 不 相 邻 ， 如 
此 反复 进行 直到 最 后 一 个 结 点 为 止 ， 便 得 到 图 的 极 大 独立 集 ， 比 较 所 有 的 极 大 独立 集 ， 基 
数 最 大 的 就 是 最 天 独立 集 。 但 是 采用 这 种 算法 ， 其 计算 复杂 性 是 指数 型 的 而 不 是 多 项 式 级 
的 。 
下 面 介绍 一 种 应 用 布尔 变量 的 运算 法 则 求 最 大 独立 集 的 算法 。 为 此 先 介绍 布尔 表达 式 
及 布尔 运算 的 概念 。 
称 参 加 布尔 运算 的 变量 为 布尔 变 晶 ， 我 们 这 里 需要 用 到 的 布尔 运算 有 两 种 ， 即 布尔 匀 
法 与 布尔 加 法 。 
布尔 变量 4 与 的 布尔 乘 也 叫 逻 辑 “ 与 ?， 记 作 a* 罗 (以 后 简写 作 453)。 
布尔 变量 4 与 5 的 布尔 和 纪 叫 逻辑 “或 "， 记 作 a+5。 
布尔 运算 庙 足 以 下 基本 规律 : 
1. 宕 等 律 qa'a=4a, at+a=a 
2, 结合 律 av(8c) 一 (& 9 
GE 十 (DT+e) 一 (CT 有) te 
3。 交 换 律 arb=bra, 4+b=b+a 
4 分配 律 ar(B+0=4b+tare 
A+ {bo)=(at+B) (atrc) 
5. 姐 收 律 atat+ 了 = 
全 十 《Go 一 
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采用 布尔 运算 的 代数 表达 式 称 为 布尔 表达 式 。 有 两 种 基本 型 式 ， 其 中 一 种 称 为 和 之 积 
式 ， 即 
A=TY (aitBit "+#) 
z=1 
一 (@ 十 机 十 党 十 在)(@ 十 本 十 生 填 下)o(io 十 本 二 和 于 大 ) 
例 6.1 化 简 下 列 布尔 表达 式 
A=(b+A)(B+A+c) tla+d+Aa) (tat+c+ad) 


解 : 因 《8 十 如) (也 十 名 十 C) 一 功名 吸收 律 
而 (at+b+d)(atctd)=ala+ctad)+blatctad) ta(a+ci+a) 分 配 律 
=at+blatectad)+a 吸收 律 
=atbat+Bbetodr+a 分 配 律 
=atbcta 吸收 律 

故 A=b+Ad+aibcta 
=a+8+a 交换 律 ， 害 等 律 ， 吸 收 律 

下 面 介绍 求 图 的 极 大 独立 集 的 算法 。 


设 了 I 是 图 G=(V, E) 的 一 个 极 大 独立 集 ， 它 的 补 集 了 =V 一 TJ， 显然 ， 对 图 的 任 意 一 
条 边 (mw,0) EE， 了 一定 含 有 它 的 一 个 端点 或 者 两 个 端点 ， 所 以 如 果 能 求 出 对 每 一 条 边 都 
满足 这 一 条 件 的 最 小 集合 了 也 就 可 以 求 得 区 (G)， 为 此 我 们 构造 一 个 和 之 积 的 布尔 袁 达 式 


B=TT (s+) (6.8) 
(HEE 


共 中 每 一 项 都 是 了 的 最 小 集合 并 且 包 含 记 的 每 一 条 边 的 至 少 一 个 庙 点 ， 取 这 些 最 小 集 的 
补 即 得 极 大 独立 集 ， 从 中 很 容易 求 出 T(G)。 现 举 一 例 说 明 如 下 

例 6.2 试用 布尔 算法 求 图 6.11 的 极 大 独立 集 及 T(C) 

解 ， B=[T (+o) 


(WEE 
=(a+tD(B+o(B+eo) (dtda) (ete) (dte) (let fletg) x (f+g) 
=bef tbeg+ begf + bedef +bedeg+bedgf +acdef + 
+acadeg + acdegf 
=bef +begt+bcd fg+acdef +acdeg 
取 上 式 各 项 结 虚 的 补 集 即 得 极 大 独立 集 如 下 
和 一 他, e f}={a, ¢, a, 8} 
V—{8, e, g}=t{a, c, a, /} 
一季 cd f, 8}=t{a, e} 
Vt{a, ee /}=1{6, g} 
Vt{a, c,d,e, 8}={6, f} 
可 见 I(G)=4 
定义 6.5 对 图 G= (7, E) 的 结 点 子 集 SST， 如 果 
《1) VV 中 任 ~ 结 点 或 属于 5， 或 至 少 与 5 的 一 个 结 点 邻接 , 则 称 S 为 C 的 一 个 支配 
集 。 
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(2) 车 $ 是 6 的 支配 集 ， 且 5 的 任 一 真子 集 都 不 是 G 的 支配 集 ， 则 称 S 为 G 的 极 小 
支配 集 。 

《3 ) 在 所 有 极 小 支配 集 S 中 取 1S| 的 最 小 值 ， 称 为 的 支配 数 ， 记 作 D(G)。 

如 图 6.12 的 图 ，{a, 6, 4, e}，{a, c, 4，f} 等 都 是 支配 集 ， 而 {2, e}，{4, 站，{a> 
c， 了 } 等 则 大 极 小 支配 集 ， 这 里 DCG) 二 2 

由 支配 集 的 定义 可 知 : 

《1) 终 的 结 点 集合 本 身 就 是 岁 的 一 个 支配 集 ， 它 是 最 
大 支配 集 

《2 ) 完全 图 的 饼 一 个 结 点 构成 图 的 -个 支 包 集 。 

《3 ) 极 小 支配 集 不 是 唯一 的 ， 它 的 结 点 数 不 一 定 是 最 
消 的 ， 但 它 的 元 素数 目 已 达到 极 小 限度 ， 即 如 果 去 掉 其 中 任 
- - 结 点 就 不 调 成 为 支配 集 。 

(4) 作 一 支配 集 必然 包含 一 极 小 支 起 集 。 

支配 集 也 称 为 图 的 点 支配 ， 因 为 图 的 所 有 结 点- 一定 与 支 饮 集中 一 个 或 多 个 结 点 邻 技 ， 
从 这 个 意义 上 说 ， 支 配 集 支配 了 整个 图 的 点 ， 昕 极 小 支配 集 则 是 通过 极 少 数 的 点 支配 整个 
图 的 点 ， 内 而 更 具有 实际 意义 。 例 如 ， 车 图 表示 的 是 一 张 作 战 地 图 ， 各 结 点 表示 城市 ， 边 
表示 它们 之 问 的 道路 ， 那 么 只 要 在 极 小 支配 集 所 包含 的 结 点 上 配置 足够 的 火力 ， 就 可 控制 
和 封锁 所 有 城市 ， 显 然 ， 它 的 战略 意义 是 极为 重要 的 。 

和 独立 集 一 样 ， 目 前 岂 没 有 一 个 求 图 的 极 小 支配 集 的 有 效 算法 。 我 们 仍然 采用 布尔 运 
算 的 法 则 求 图 的 支配 数 。 

令 447(w) 表 示 与 结 点 vi 邻接 的 结 点 集合 ，9; 表示 结 点 以 及 与 w 邻接 的 所 有 结 点 
的 布尔 和 ， 即 


图 6.12 


外 二 让 (6.9) 
ED) 
构造 布尔 表达 式 ， 
A=TI?: (6.107 
i=1 


划 和 4 中 和 经 一 项 即 为 图 的 一 个 极 小 支配 集 。 
例 6.3 试用 布尔 算法 求 图 :6.12 的 极 小 支配 集 及 DC(S) 
解 : 由 图 可 得 
Ya=a+bt+ate 
Pai=A+6+e+a 
Pe=Oteta 
YPa=a+bd+cetate 
Ye=at+atetf 
Vi=e+f 
故 A=(g+b+ate)(ut+bteta (d+tetaylatbtetateo tatatet f)(et+f) 
41rdb+tate) (dreta)let f) 吸收 律 
=betde tseci+ fb+fat factace 
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以 上 7 项 对 应 图 的 7 个 极 小 支配 集 ，48, e}，{4,o}，{e, 6}，"…， {4, 6,6}， 其 中 茶 数 最 小 
的 是 2， 故 D(C}=2。 

一 般 9: 中 至 少 含有 两 项 ， 所 以 对 布尔 表达 式 4 的 运算 至 少 超过 2" 次 ， 因 此 ， 当 图 的 
结 点 数 很 大 时 ， 即 便 使 用 高 速 计算 机 来 计算 ， 也 是 难以 完成 的 。 

独立 集 和 支配 集 都 是 图 的 结 点 子 集 ， 它 们 之 间 有 没有 内 在 的 联系 呢 ? 下 面 的 定理 ， 描 
述 了 它们 之 间 的 关系 。 

定理 6.9 岁 的 独立 集 S 也 是 图 的 支配 集 的 充 要 条 件 是 5 是 极 大 独立 集 。 并 有 

DIO EICGY (6.11) 

证 : 若 S 是 极 大 独立 集 ， 则 任 一 结 点 vEV 一 S， 必 与 5 中 室 少 一 个 结 点 相 邻 ， 由 支配 
集 的 定义 知 ，S 是 赂 的 支配 集 。 

反之 ， 齿 独立 集 S 也 是 支配 集 ， 则 S 外 的 任 一 结 点 必 与 S 中 诗 少 一 个 结 点 相 邻 ， 由 极 
大 独立 集 的 定义 知 ， S 必 是 极 大 独立 集 。 并 且 由 独立 数 与 支配 数 的 定义 显然 可 得 

DG)<TCC) I 

除了 支配 集 之 外 ， 人 们 还 提出 了 点 覆盖 的 概念 ， 定 义 如 下 。 

定义 6.6 对 图 G=(V, EE) 的 结 点 子 集 尼 EF， 如 果 

《1) G 的 任意 一 条 边 都 至 少 有 一 个 端点 属于 及， 则 称 天 为 G 的 一 个 点 覆盖 。 

(2) 玫 是 各 的 点 覆盖 ， 若 对 任 一 结 点 wE KK， 一 各} 不 再 是 点 覆盖 ， 则 称 及 为 G 的 
极 小 点 覆盖 。 

《 3》 区 是 G 的 点 覆盖 ， 且 G6 不 齿 在 另 一 点 和 覆 六 及 满足 1K' |<<|K|， 则 称 K 为 6 的 
最 小 点 覆盖 。 

《4 ) G 的 最 小 点 覆盖 的 基数 ， 称 为 G 的 覆盖 数 ， 记 作 CCG)。. 

全 的 点 覆盖 常 简称 为 6 的 覆盖 。 

如 图 6.13，{14，D，4d，e， 引 是 图 的 一 个 覆盖 ，{ 85，。，5，/} 是 图 的 一 个 
似 小 覆盖 ， 而 {%，4 ，8} 则 是 图 的 最 小 覆盖 。 

定理 6.10 设 图 G =(V,E)，SSV， 则 S 是 G6 的 独立 
集 当 且 仅 当 (PF 一 S〉 是 G 的 覆盖 。 

证 设 S 是 G 的 独立 集 ， 则 5 中 任意 两 结 点 均 不 相 邻 ， Y a 
即 G 的 任 一 条 边 最 多 有 一 个 端点 在 S 中 ， 因 而 至 少 有 一 个 端 ° 
点 在 (V 一 S) 中 ， 所 以 (7 一 S) 是 6 的 覆盖 。 

反之 , 车 (7 一 S) 是 G 的 覆盖 , 则 G 的 任 一 条 边 至 少 有 
一 个 端点 在 〈F 一 S) 中 ， 故 最 多 有 一 个 端点 在 S 中 ， 即 S 
中 的 结 点 在 不 邻接 ， 所 以 S 是 G 的 独立 集 。 上 

推论 ， T(O+CG =IV| . (6.12) 

证 : 设 S 是 GE 的 最 大 独立 集 ， 天 是 C 的 最 小 覆盖 ， 则 (了 一 3) 是 人 的 覆盖 而 (VY 一 KR》 
是 G 的 独立 集 ， 因 此 ’ 


JP 一 SITEECCG)， ‘iV—KIZI(G) 
而 IvV-SI=IV|I-7(0), IY-KI=IYI-C(6) 
即 IPTCG)+C(G) 雪 | 区 | 
故 I(G)+C(G)= iT| 有 
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下 面 介绍 与 独立 集 和 支配 集 有 关 的 一 个 概念 一 ~ 团 ， 由 于 含 自 环 和 平行 边 的 多 重 图 均 
可 化 为 简单 图 进行 讨论 而 不 影响 问题 的 性 质 ， 下 面具 讨论 简单 图 。 
定义 6.7 车 简单 图 G =(V, E) 的 子 图 S 是 完全 图 ， 则 称 S 是 G 的 团 。 
可 以 将 网 的 结 点 划分 为 若干 个 子 集 ， 使 每 一 子 集 部 构成 图 。 将 图 划分 为 最 少 个 数 的 
男 ， 此 时 奢 的 个 数 记 作 BC)。 
如 图 6.14 的 简单 图 ， 可 以 划分 为 4 个 图， 即 
{4,5}， {ec, 4}， {#5}，{f} 也 可 划分 为 3 个 田 ， 即 
{a, o,f}, 15,c}, {da} 
而 卫 它 是 图 的 最 少 划分 ， 即 BCG) 一 3。 
显然 财 的 最 多 数目 就 是 图 的 结 点 数 ， 此 时 图 的 每 一 结 点 构成 一 个 团 。 
由 定义 显然 可 知 ，S 是 @ 的 困 当 且 仅 当 S 是 6 的 补 图 G 的 独立 集 。 因 此 这 两 个 缀 念 是 
互补 的 。 
定理 6,11 对 任意 图 G 有 7(G) 志 B(G)。 而 且 车 了 是 一 个 独立 集 ，P 是 图 的 -个 团 
划分 ， 且 | 了 =1PI， 则 [I|=I(G》 和 1P|=B(G)。 
证 ， 由 定义 可 知 ， 独 立 集 的 结 点 在 任何 一 个 团 中 不 会 多 于 一 个 ， 因 此 
| 过 | . 
目 式 对 任意 的 独立 集 和 任意 的 团 划分 均 成 立 ， 故 
I(G)—max|I|<min|P|=B(G) 
如 果 |I[ 二 |Pl， 显然 有 |I|=I(G) 及 |P|==B(G)。 a 
由 于 团 的 内 部 结 点 是 彼此 邻接 的 ， 一 个 田 结 点 数 的 多 或 少 ， 对 图 的 独 立 数 了 (G6) 和 支 
配 数 PCG) 的 大 小 必然 有 直接 的 影响 。 从 直观 上 可 知 ， 要 使 图 没有 某 一 结 点 数 目的 出 ， 图 
的 边 数 一 定 有 一 个 极限 。 下 面 介绍 由 Turan 《1941) 提出 的 一 个 著名 的 定理 ， 它 给 出 了 有 
;个 结 点 而 不 包含 完全 图 KK;+! 的 团 的 简单 图 所 能 具有 的 边 数 的 上 界 。 在 引出 这 一 定理 之 
前 ， 先 介绍 一 些 巴 备 知 识 。 
(1) 结 点 的 次 序列 
将 图 的 结 点 按 其 次 数 递增 的 顺序 排列 ,如 几 6.15 的 图 , 结 点 的 次 序列 为 (2,2,3,3,4)。 


图 6.14 图 6.15 


(2 )》 G1 次 弱 于 Gs 
著 图 G: 和 Gs: 的 结 点 一 一 对 应 ， 且 G1 的 结 点 的 次 数 均 小 二 等 于 Gs 中 与 之 对 应 的 结 点 的 
次 数 ， 则 称 图 G1 次 弱 于 G2。 
例如 侦 图 Ks,: 的 结 点 次 序 到 为 《2,2,3,3,3)， 可 见 它 次 弱 于 图 6.15 所 示 的 图 。 
《3) K 分 图 和 完全 下 分 图 
它 是 偶 图 《二 分 图 ) 烙 念 的 推广 ， 如 果 图 G 的 结 点 可 以 划分 为 下 个 非 空 子 集 ， 使 图 的 
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任何 一 条 边 的 两 个 端点 均 不 同 在 一 个 子 集中 ， 则 称 图 为 天 分 图 。 如 果 天 分 图 的 每 个 结 点 均 
利 不 在 同一 子 集 的 所 有 结 点 邻接 ， 则 称 之 为 完全 天 分 图 
如 图 6.16 的 (a ) 为 3 分 图 而 (b) 则 是 完全 3 分 图 。 


a az 


cz 


2 


‘a) 
图 6.16 


定理 6.12 若 简 单 图 G 不 包含 Ki+, 的 团 ， 则 G 次 弱 于 某 一 完 全 i 分 图 P。 并 且 ， 若 
G 和 也 有 相同 的 次 序列 ， 则 G 与 P 同 构 ， 即 G 衬 P。 

证 ， 对 用 归纳 法 ， 当 纪 = 1 时 ， 则 和 不 含 任何 边 ， 定 理 显然 成 立 。 假 设 定理 对 所 有 
的 2 之 f 了 成立， 并 设 G 是 不 包 仿 完 全 子 图 Ki+: 的 简单 图 ， 设 结 点 #x 是 G 中 次 数 最 大 的 结 
点 ，G1 是 所 有 与 4 邻接 的 结 点 构成 的 子 图 ， 由 于 G 不 包含 Kir1， 所 以 G1 不 包含 K;， 因 此 
让 归纳 假设 ，G: 必 然 次 弱 于 某 一 完全 《7 一 1) 分 图 也， 记 全 的 结 点 集 为 忆 及 Vi=V 一 
Ti，F 是 G 的 结 点 集 ， 设 G: 是 由 友 组 成 但 不 含 任何 边 的 图 〈 即 零 图 )， 现 在 考察 6 与 Gy 
的 联 图 〈 即 在 G, 的 每 一 结 点 与 G? 的 所 有 结 点 之 间 连 一 条 边 所 构成 的 图 ,并 记 作 7CCuG:)， 
显然 ， 在 站 (G,，Gs) 的 结 点 子 集 7 中 的 任 一 结 点 ， 它 的 次 数 部 等 于 图 G 结 点 的 最 大 次 
数 ， 而 在 六 ,中 的 结 点 的 次 数 至 少 与 它 原来 在 G 中 的 次 数 相同 ， 即 G 和 J(G,，G2) 的 结 点 
一 一 对 应 ， 且 G 的 结 点 次 数 均 小 于 等 于 7 (G,，Gz) 中 与 之 对 应 的 结 点 的 次 数 ， 所 以 CG 次 
罚 于 (G1,，G2z)。 因 为 G1 次 弱 于 完全 (7 一 1) 分 图 Pl， 所 以 G 必 次 弱 于 完 金 了 分 图 P= 
了 (Pl,，Ga)， 定 理 的 第 一 部 分 得 到 证 明 。 

现在 假 册 G 和 也有 相同 的 次 序列 ， 则 G1: 和 P, 有 相同 的 次 序列 ， 由 归纳 假设 G1 与 P' 同 
构 ， 而 且 G 也 必然 与 了 (G:，G2) 有 相同 的 次 序列 ， 子 是 在 G 中 ，V 中 的 每 一 结 点 必 与 
中 企 一 结 点 连接 ， 因 此 与 卫 同 构 。 

网 6.17 从 直观 上 找 述 了 上 述 定理 的 证 明 过 程 。 


P=JtPuGzs 
《 笃 分 图 ? 


(其 中 幅 线 表示 GD (3 分 图 ， 


图 6.17 
设 Ti, 表示 有 个 结 点 的 完全 了 分 图 ， 并 且 它 的 各 部 分 结 点 的 数目 尽 可 能 相同 ， 如 图 
6.17 中 的 卫 即 是 图 T4,s。 下 面 用 ECG) 表 示 图 G 的 边 集 。 
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定理 6.13 (Turan) 营 G 是 简单 图 ， 并 且 不 包含 Kis， 则 |E(G) | 所 |E(T;,a)1， 
此 外 ， 仅 当 G 与 Ti,s 同 构 时 有 |ECG)!1=|E(T, »)|。 
证 ， 党 G 是 不 包含 到 ;+ 的 简单 图 ， 由 定理 6.12 知 G 次 弱 于 基 一 完全 j 了 分 图 P， 因 此 
[EC(G) SIE(P)] 
而 且 可 以 证 明 《 贸 作 习 题 》 
|E(P}Y|EIE(T,, 2»)| 


因此 |ECGO TEIE(T;, 2)| (6.13) 

现在 《6.13) 式 中 的 等 号 成 立 ， 则 必然 有 'E(G)! 二 1 有 ER(P)|， 由 定理 6,12 知人 与 五 

同 构 ， 而 且 有 |ECP) |= |ECTjsw)1]， 则 卫 与 Ts 也 同 构 ， 因 此 与 Ti,s 同 构 。 ' 
§ 


$6.5 点 的 着 色 


对 一 般 图 的 结 点 正常 着 色 ， 也 有 重要 的 实际 意义 。 例 如 ~ 家 化 工厂 生产 中 需要 % 种 原 
料 cl:，c2.…，co， 有 些 原料 不 能 相互 接触 ， 谷 则 将 引起 火灾 或 爆炸 ， 为 此 ， 工 厂 必须 建立 
若干 彼此 陋 离 的 仓库 以 便 分 别 贮存 相互 不 能 接触 的 原料 。 试 问 ， 这 样 的 仓库 至 少 要 建立 多 
少 座 方 能 满足 要 求 ? 

如 果 我 们 构造 … 个 图 G = (7, BE)， 令 它 的 每 一 节点 代表 一 种 原料 ， 即 太一 fc co 
cs}， 若 原料 “和 c; 不 能 接触 ， 巾 在 结 点 “和 cj 之 间 连 接 一 条 边 ， 可 以 看 出 ， 求 仓库 的 最 小 
数 相当 于 求 图 的 点 色 数 。 

又 如 学 校 在 学 期 结束 时 对 考试 的 安排 ， 设 有 # 站 考试 课程 ， 学 生 必 须 参 加 他 选修 的 所 
有 课 各 的 性 试 ， 但 每 一 场 学 生 只 能 参加 一 门 识 程 的 考试 ， 问 应 如 何 安 排 方 能 使 考试 的 场次 
最 少 ? 如 果 用 结 点 w%，w，…，u 表 示 考 试 的 课程 ， 若 谍 程 w 和 风 有 学 生 同时 选修 ， 则 在 两 
结 点 之 间 连 接 一 条 边 ， 可 见 ， 求 考试 的 最 少 场次 也 化 归 为 求 图 的 点 色 数 问题 ， 

$6.3 图 的 边 着 色 问 题 也 可 转化 为 相应 的 点 着 色 问题 。 例 如 ， 对 图 6.18〈a ) 的 壕 
着 色 ， 可 以 转化 为 相应 图 的 点 着 色 ， 方 法 是 

(1) 在 6G 的 每 一 条 边 o: 上 置 一 结 点 vi (v; 不 得 是 6; 的 端点 》 

《2 ) 车 边 @: 和 @; 邻 接 ， 则 在 它们 的 对 应 结 点 和 vj 之 间 连 接 一 条 边 。 

(3 》 由 对 应 结 点 及 连接 边 组 成 的 图 CG’ 即 是 G 的 对 应 图 ， 对 CG 的 边 着 色相 当 于 村 G7 

图 6.18 (b》 即 为 按 以 上 步骤 得 到 的 图 CG’。 


疼 6.18 
现在 先 讨论 一 些 特殊 图 的 点 色 数 ， 由 图 的 特征 及 色 数 的 定义 ， 显 然 可 得 
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《1) 如 果 图 如 是 零 图 ， 则 %(G)=1 
(2 )》 对 完全 图 Ks，W,(G)=% 
(3) 车 图 G 是 有 %* 个 结 点 的 简单 回路 ， 则 
2 ， 当 # 为 偶数 
3， 当 为 奇数 

《4) 对 偶 图 Ks,m (包括 树 )，。(Kwym) ==2 

(5) 对 分 图 G，$,(G)=K 

由 此 可 知 ， 对 图 的 点 着 色 ， 也 就 是 求 图 的 最 小 点 划分 ， 即 将 图 的 结 点 划分 为 车 于 独立 
集 ， 使 独立 集 的 数目 最 少 ， 因 为 在 一 个 独立 集 内 的 结 点 是 徙 此 不 相 邻 的 ， 所 以 独立 集 内 的 
所 有 结 点 可 以 着 同一 颜色 。 

定理 6.14 车 图 G =(V, FE) 有 |E 1， 则 点 色 数 9.(G) = 2 的 充 要 条 件 是 G 没 有 
理 次 问 路 。 

证 ， 车 G 不 含 奇 次 回路 ， 由 定理 5.1 可 知人 是 侦 图 ， 故 we(G) 一 2。。 

反之， 若 8%AG} 二 2， 证 骨 G 没 有 再次 回路 ， 用 反 证 法 ， 设 6 有 再 次 回路 ， 由 上 面 的 
《3)》 可 知 we(G) 关 3， 与 题 设 矛盾 。 

定理 6.15 设 C 是 一 个 有 4# 个 结 点 的 简单 图 ， 则 

四 


TO G0) (6.14) 


“60)={ 


证 ， 设 .(G) 一 及 ， 即 图 至 少 需 要 着 玉 种 颜色 ， 设 为 c:，c2*…*，cx， 着 同一 种 关 色 C: 的 
结 点 集合 5: 是 G 的 一 个 独立 集 ， 显 然 有 


3 sTCG)》 
K » 
歼 #= 7 SKIG) 
i=1 
即 BEL [i 
定理 6.16 对 任意 图 GG， 有 
$A GIEAtL (6.15) 


证 : 对 图 的 结 点 数 %; 作 归纳 证 明 ， 当 w 二 1， 即 图 只 有 一 个 结 点 ，(G) = 1， 定理 显 
然 成 立 。 设 结 点 数 为 4 一 1 时 定 理 成 立 ， 现 增加 一 个 结 点 m， 则 与 mw 邻接 的 结 点 最 多 有 A 
个 ， 即 使 这 些 结 点 都 着 不 同 颜色 ， 也 不 会 超过 A 种 颜色 ， 则 给 w% 着 不 同 颜色 ， 色 数 不 会 超 
过 A+1 种 ， 定 理 亦 成 立 。 

将 定理 6.16 与 定理 6.6 (Vizing》 上 比较 ， 两 者 都 是 企图 为 图 的 色 数 给 定 一 个 范围 (一 
个 是 点 色 数 ， 一 个 是 边 色 数 )， 然 而 定理 6.16 给 出 的 是 色 数 的 上 界 ， 有 时 比 实际 值 要 大 得 
多 。 例 如 一 个 平面 图 ， 无 论 结 点 的 次 数 有 多 大 ， 点 色 数 不 会 超过 4 ， 而 偶 图 的 点 色 数 只 是 
2 ， 因 此 ， 这 一 定理 的 效果 是 相当 弱 的 ， 相 对 来 说 ，Vizing 定 理 的 效果 要 强 得 多 。 下 面 不 
加 证 明 地 引入 由 Brooks 提出 的 一 个 定理 ， 对 色 数 的 上 界 赂 有 收 进 。 

定理 6.17 若 简单 连通 图 G 林 是 完全 图 ， 且 A 之 3， 则 

PAG)EA (6.16) 
下面 介 绍 求 图 的 点 色 数 的 几 种 方法 。 
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一 、 凝 缆 、 并 接 法 
设 图 G =(V, E)，v: 与 0 是 的 两 个 不 相 邻 的 结 点 ， 若 将 :与 0; 凝 缩 为 一 点 2， 图 G 空 
成 G'， 称 为 图 的 凝 缩 。 凝 缩 时 原 与 w 或 切 关 联 的 边 成 为 与 z 关联 ， 平 行 边 只 须 保 留 一 条 。 
车 在 与 之 间 添 上 一 条 边 ， 图 G 变 成 C“， 称 为 图 的 并 搂 。 

如 图 6.19 (a ) 的 图 G， 避 与 是 两 个 不 相 邻 结 点 ， 通 过 凝 缩 得 到 (b ) 的 图 G'， 通 
过 并 接 则 得 到 (c) 的 图 G*。 


(a6 (b) 67 ‘Gr 
图 6.19 
定理 6,18 设 vw 和 wi 是 图 G 的 两 个 不 相 令 结 点 ， 则 G 的 点 色 数 为 
P(EG)=min{ge(G’ ), HG)} (6.17) 


证 ， 对 图 G 的 点 着 色 时 ，wv; 和 wj 的 颜色 有 两 种 可 能 ， 即 i0; 与 v; 同色 或 v; 与 不 同色 。 

车 旭 与 办 同色 ， 则 凝 缩 后 z 点 可 用 同一 颜色 而 不 须 改变 其 他 结 点 的 颜色 ， 故 we(G) 一 
9,(G')， 但 并 接 时 vi 和 v; 须 着 不 同 颜 色 ， 则 9,(G*) 之 2,(G) 

若 ; 与 1j 不 同色 ， 则 并 接 后 不 须 改 变 v; 和 vj 的 颜色 ， 即 .(G”) 一 各 (G)， 但 原来 与 = 
邻接 的 点 可 能 有 与 0; 相同 的 颜色 ， 而 原来 与 v; 邻接 的 点 可 能 有 与 w 相同 的 颜色 ， 因 此 当 
和 w; 凝 缩 成 2 点 后 。 可 能 须要 着 既 不 同 于 wi; 也 不 同 于 v; 的 另 一 种 颜色 ， 因 此 $6') 沁 
oo(G)。 

综合 两 种 情况 都 可 得 到 

AC)=min{ (6G ), baG")} 1 

应 用 定理 6,18， 反 复 对 图 进行 并 接 和 凝 第 ， 使 图 的 阶 逐 次 变 小 ， 最 后 变 成 完 全 图 ， 
其 中 阶 数 最 小 的 完全 图 ， 它 的 色 数 《也 就 是 完全 图 的 阶 数 ) 即 为 G 的 色 数 。 

例 6.4 求 图 6.20 中 图 G 的 点 色 数 。 

解 ， 凝 缩 和 并 接 过 程 如 图 ， 其 中 实心 园 点 表示 所 考虑 的 两 个 不 邻接 点 旭 和 vj。 

由 图 解 过 程 可 见 ， 最 后 得 到 的 都 是 一 些 完全 图 ， 最 小 的 是 瑟 ， 改 we(G) 一 3。 

二 、 独 立 集 法 

由 于 独立 集 内 的 所 有 结 点 可 着 同一 种 颜色 ， 如 果 将 图 的 结 点 进行 划分 ， 使 每 一 结 点 子 
集 都 是 独立 集 ， 则 最 小 划分 数 即 是 图 的 点 色 数 。 

为 此 ， 先 求 图 G 的 一 个 最 大 独立 集 7:， 然 后 求 6 一 VV 的 最 大 独立 集 户 ， 再 求 G 一 
《V1UVa) 的 最 大 独立 集 Ys， 如 此 继续 下 去 直到 最 后 一 个 最 大 独立 集 Fx， 则 wo。(G) = 长。 

例 6.5 求 图 6,21 的 图 的 点 色 数 。 

解 ， 先 求 G 的 最 大 独立 集 六 ,， 为 此 用 布尔 算 鞭 


B=I(ut+v) 
《ay HEE 
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on 


0 


了 和 忆 A 


净 已 KA 
窗户 可 4 


图 6,20 图 6.21 


=(atD(ata) (b+e) (bt+e) x 
x(b+e)lctad) (eta(ct (dte (dtg etf) 
x (f+g) 
aceg + bdef + bacf + baceg 
十 让 得 到 4 个 极 大 独立 集 : 
{6，4， 让 ，{4，c，8}，{4，e，8}，{4， 刘 可 以 看 到 ， 其 中 {6，d， 放 和 {4a，c，8} 
是 两 个 不 相交 的 最 大 独立 集 ， 可 以 作为 了 和 T， 剩 下 一 个 结 点 。 独自 构成 一 个 独立 集 ， 
二 是 得 到 图 G 的 最 小 划分 为 


Vi={b, a, f} 
2—{a, c, 8} 
四 Vs={e} 
每 一 独立 集 的 结 点 着 相同 颜色 ， 改 $。(G) 二 3。 
三 、 鲍 威 尔 (Powel) 法 
步骤 如 下 ， 
(1) 将 图 G 的 结 点 按 次 数 递减 的 顺序 进行 排列 。( 次 数 相同 的 结 点 之 间 的 眶 序 可 任 
意 选 定 )。 
《2 ) 以 第 一 种 颜色 给 第 一 个 结 点 着 色 ， 并 按 顺 序 ， 对 与 前 面 已 着 色 的 结 点 不 相 邻 的 
结 点 着 上 同样 的 颜色 。 
《 3) 用 第 二 种 颜色 对 尚未 着 色 的 结 点 重复 〈 2 )， 继 而 用 第 三 种 颜色 重 复 进行 、 直 
到 所 有 结 点 都 已 着 色 为 止 。 
例 6.6 试用 鲍威尔 法 对 图 6.21 的 图 着 色 
解 ， 将 结 点 按 次 数 递减 的 顺序 排列 如 下 : 
c, 6, b, da, Jf, 8g 4 
用 颜色 cl 对 结 点 c 着 色 ， 并 病 序 用 同样 颜色 对 结 点 3 和 4 着 色 。 
用 颜色 cz 对 结 点 。 着 色 ， 并 顺序 检查 后 面 结 点 ， 因 3 ,4 , /都 与 e 邻接 , 而 8，4 已 
着 色 ， 故 Cz 只 对 点 e 着 色 。 
用 颜色 cs 对 结 点 5 着 色 ， 并 顺序 对 结 点 4 和 上 /了 用 同样 颜色 着 色 。 
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和 至此， 人 金 部 结 点 着 色 完 毕 ， 所 以 wwv(G)=3。 
四、 顺序 着 色 法 
将 图 的 %# 个 结 点 从 1 到 % 排 序 ， 记 4(v) 为 与 ” 邻接 的 结 点 集合 ， 算 法 中 采用 了 一 布 
尔 变 是 No[ 力 ， 当 与 结 点 5 邻接 的 某 一 结 点 已 着 上 色 了 时 ，NoC 刘 即 为 真 ， 对 作 一 结 点 
2 。N 江 六 的 初始 值 均 为 假 。 算 法 如 下 : 
1. for j=1 to n do 
begin 
2, While NLj] do joj+1 
3. for all 2E A(w) do NT 人 门 二 true 
4 Cw) ey 
end 
这 一 算法 的 时 间 复 杂 性 为 0(ma)， 然 耐 ， 算 法 受 结 点 排 州 次 序 的 影响 极 大 ， 即 结 点 按 
不 同 的 次 序 排列 ， 算 法 得 到 的 结果 相差 很 大 。 例 如 侦 图 G 一 (V，E),， 术 的 两 个 结 点 子 集 
为 了 一 fo ma， 和 pe， 有 一 人 mba ai， 设 五 ={oz，26)1 天 让， 如 果 结 点 按 
下 面 次 序 排列 ， 
Dy Yay es Mly as ry fg 
则 图 只 须 最 少 的 颜色 数 着 色 〔 2 色 )， 但 是 如 果 结 点 按 以 下 次 廓 排列 : 


Dy Wy Voy Way ey Way 2 


则 这 一 算法 怖 要 的 庆 色 数 下 一 上 #。 显 然 ， 当 有 很 大 导 ， 这 种 算法 的 效果 是 很 差 的 ， 


$6.6 着 色 多 项 式 


上 一 节 我 们 讨论 了 图 G = (VE) 的 点 色 数 《GG)， 即 在 保证 正常 善 色 的 条 件 下 结 点 
着 色 至 少 需 要 多 少 种 颜色 。 这 一 节 我 们 讨论 结 点 着 色 的 方案 ， 即 在 保证 正常 着 色 的 条 件 
下 ， 如 何 把 不 同 的 颜色 分 配给 各 个 结 点 ， 或 者 说 使 各 点 着 色 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 案 。 

如 图 5.22 是 3 个 结 点 的 完全 图 ， 显 然 色 数 $,(G) = 3， 即 至 少 需要 3 种 颜色 。 假 设 现 
在 有 红 。 黄 、 苦 三 种 颜色 ， 那 么 这 三 种 颜色 如 何 分 配给 三 个 结 点 虽 ? 可 以 有 6 种 不 同 的 着 


色 方 案 ， 即 
1. We 红色 ， 如 一 黄色 ，m 熏 监 色 
2. 由 一 红色 ，?z 熏 蓝 色 ，we- 黄 色 只 
3。 zh 二 黄色 ，m 和 红色 ，m 人 一 蓝 色 人 八 
4。We 一 黄色， 凡 二 蓝 色 ，va 熏 红色 oe 各 
5. te 蓝 色 ，m 擂 红色 ，o< 商 色 图 6.22 
6。 ;一 蓝 色 ，?, 一 黄色 ，v3e-- 红 色 


现在 如 果 有 下 种 颜色 (久之 9:(G))， 那 么 上 面 的 善 色 方案 又 有 多 少 种 昵 ? 首 先 考虑 结 
点 册 ， 在 下 种 颜色 中 可 任 选 一 种 ， 因 此 v: 有 种 不 同 的 着 色 方案 ，v' 着 色 后 , 剩 下 的 KK 一 1 
种 颜色 ， 可 以 任 选 一 种 给 ws 着 色 ， 因 此 有 《 玉 一 1) 种 着 色 方案 ， 同 理 ， 当 ww 各 着 一 
种 颜色 之 后 ，% 有 《到 一 2) 种 不 同 选择 ， 因 此 总 的 着 色 方案 元 为 ，K(K 一 DD (K 一 2)。 
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着 色 方案 最 早 是 由 Birkhoff (1912) 作为 攻克 四 色 猜 想 的 一 种 可 能 的 手段 提出 来 的 。 
我 们 用 Pe(G》 表 示 图 G 的 不 同 的 下 着 色 的 数目 ， 下 面 将 会 看 到 ， 它 是 一 个 及 的 多 项 式 。 

定义 6.8 设 图 G 有 %* 个 结 点 ， 记 的 多 项 式 Ps(G) 的 值 给 出 颜色 数 不 超 过 时 给 图 
的 结 点 着 色 的 不 同方 案 数 。 称 PA(G) 为 图 G 的 着 色 多 项 式 。 

设 wm 表示 用 :种 颜色 对 图 的 结 点 着 色 的 不 同方 案 数 ， 现 有 记 (4 汪 f) 种 颜色 对 图 G 进 
行 着 色 ， 则 从 种 颜色 中 取出 # 种 颜色 共有 ($$) 种 不 同 取 法 ， 因 此 从 种 颜色 中 取出 i 种 
颜色 对 图 G 着 色 总 的 不 同方 案 数 为 m5(?)。 帮 

PCG) = Ct) + m2 4) + ort *) 


RR 1) Ck—2) te 


一 (有 一 1 十 


2 用 (有 一 1) (太一 2 人 (用 一 2 二 了 (6.18) 


十 
故 Pa(G) 为 的 % 次 多 项 式 。 

例 6.7 设 用 5 种 颜色 对 图 6.23 的 图 的 结 点 正常 着 色 ， 问 共有 多 少 种 不 局 的 着 色 方 
案 。 

解 ， 由 着 色 多 项 式 得 


PG) 一 MT -3 Rl) + Ch) 


kL) (2) (h—3) 
办 为 图 C 包 含 如， 至 少 需要 3 种 颜色 方 能 正常 着 色 , 故 mm 二 
712 一 0。 
考虑 zza， 即 用 3 种 颜色 的 着 色 方 案 数 ， 由 于 结 点 v1，w% 和 ws 必须 着 不 同 颜色 ， 因 此 三 
种 颜色 已 用 尽 ， 故 w% 只 能 与 w, 同 色 ，y，xw，z 着 三 种 颜色 的 方案 有 6 种 ， 即 ms 二 6。 同 理 
可 知 wii=41， 故 


图 6.23 


PG) 一 下 ( 想 一 1) (下 一 2) + hk 1)(R—2) (下 一 3》 
将 二 5 代 人 即 得 总 的 方案 数 为 
Pi(G) 一 5.4.3 二 54.3.2 一 180 
下 面 给 出 一 些 特殊 图 的 着 色 多 项 式 。 
1, 零 图 G。 
因为 零 图 Go 的 % 个 结 点 都 是 弧 点 ， 所 以 每 一 结 点 均 可 独立 地 从 加 种 颜色 中 任 选 一 种 
着 色 ， 故 “ 
PilGo) = (6.19) 
2， 完 全 图 KK 
正常 着 色 的 条 件 为 忆 之 #*， 此 时 第 一 个 结 点 可 以 有 名 种 颜色 的 选择 ， 第 二 个 结 点 可 以 
有 一 1 种 颜色 的 选择 ， 第 三 个 结 点 可 以 有 一 2 种 颜色 选择 ， 依 此 类 推 ， 第 # 个 结 点 可 以 
及 一 +1 种 颜色 的 选择 ， 故 
PKs) = RR—1) (Rm—2) (kp 1) (6.20) 


3. 树 了 。 
“177 ， 


Pa(T。》 一 天 (有 -一 1)7 {6.20) 
式 〈6.21)》 的 证 明 留 作 习题 。 
下 面 讨论 一 般 图 的 着 色 多 项 式 。 
上 一 节 曾 经 讲 过 图 的 凝 缩 和 并 接 ， 设 图 G 二 (V, E)，G 的 凝 缩 图 为 GF ，G 的 并 接 图 
为 G*"，G 的 着 色 多 项 式 记 作 .PAtG), 而 G' 和 0G 的 着 色 多 项 式 分 别 记 作 PG 和 
Pr(G”)， 它 们 之 间 有 如 下 关系 。 
定理 6.19 车 ww 和 由 是 图 G 的 不 相 令 二 结 点 ， 则 
Pi(G)=P(G) + PAG’) {6.22) 
证 ， 用 天 种 颜色 对 G 的 结 点 进行 着 色 ， 方 案 可 分 为 两 大 类， 一 类 是 凤 和 了 状 同 一 颜 
色 ， 这 一 类 方案 的 数目 与 用 种 颜色 对 图 G!' 的 结 点 着 色 的 方案 数目 相同 。 另 一 类 是 "和 
4 着 不 同 颜色 ， 这 一 类 方案 的 数目 与 用 有 种 颜色 对 图 G? 的 结 点 着 色 的 数 月 ， 这 两 类 方案 
数目 之 和 ， 就 是 用 种 颜色 对 图 G 的 结 点 进行 着 色 总 的 方案 数 。 即 
Px(G)= Pr(G’)+ Pk(G’) i 
定理 8.19 为 我 们 提供 了 一 个 求 任意 图 着 色 多 项 式 较 为 简便 的 递 推 方 落 ， 就 是 将 图 不 断 
地 并 接 和 凝 缩 ， 最 后 得 到 若干 个 完全 图 ， 则 原 图 的 着 色 多 项 式 ， 等 于 所 有 这 些 完 企图 阁 色 
多 项 式 之 和 。 
例 6.8 求 图 6.24 中 图 G 的 着 色 多 项 式 。 
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图 6.24 


解 ， 凝 缩 和 并 接 过 程 如 图 所 示 ， 其 中 实心 圆 点 表示 两 个 所 考虑 的 不 相 邻 结 点 v 和 5 
由 图 解 过 程 可 知 ， 最 后 得 到 一 个 Ks， 3 个 下 和 两 个 及 ， 因 此 
Pr(G) = Pe(Ks) + 3° Pr(K1) +2°Pk( Ks) 
根据 式 〈6.20) 即 得 
PCG) =h(k—1) CR—2) (有 一 3)(R 一 4) + 3 kk—1) (hk—2) 
x (上 一 3) 十 2 RCR 一 1)( 下 一 2》 
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一 及 (大 一 1) (到 一 2)( 枯 一 4 大 二 5) 
如果 将 〈6.22》 起 改写 成 下 式 
Pre(G = Pr(G) ~— Pr(G’) (6.23) 
G* 是 v2 和 vj 之 间 已 有 一 条 连接 边 。 一 (v:，w;y) 的 图 ， 而 GG 相 当 于 在 G* 中 去 掉 边 。 后 得 到 
的 图 ，G' 则 是 在 G* 中 将 边 。 的 两 个 端点 凝 缩 为 一 点 (或 将 边 e 收缩 成 一 点 ) 得 到 的 图 ， 
等 式 给 出 G" 的 着 色 多 项 式 等 于 G 与 6 着 色光 项 式 之 关 。 因 此 ， 我 们 可 以 应 用 这 个 公式 求 
任意 一 个 图 的 着 色 多 项 式 。 方 英 是 去 撞 图 的 任意 一 条 边 ， 另 一 方面 又 将 这 条 边 收缩 成 一 
点 ， 于 是 得 到 两 个 图 ， 对 形成 的 图 重复 上 述 过 程 ， 边 的 数 具 将 逐 浙 减 少 ， 最 后 得 到 的 都 是 
不 含 任何 边 的 零 图 ， 根 据 (6.19) 和 《6.23) 式 ， 即 可 得 到 原 图 的 着 色 多 项 式 。 
例 6.9 求 图 6.25 中 图 G 的 着 色 多 项 式 。 


一 一 so ~ 
LA 、\ 
1] | [ 
。 1 /\ /VAN 
o 
| ] 1.. 
AAA © oo o 
oo oo HM (和 dd A di 的 
如 如 如 0 如 
a © oo © © 各 © 中 oo oo 
[29 $a $3 $2 [23 $2 G2 Bb 8 $2 $2 
图 6,25 


解 ， 边 的 删除 和 收缩 过 程 如 图 所 示 ， 其 中 实心 圆 点 之 阅 的 边 即 为 所 操作 的 边 。 
用 #$: 表示 有 s 个 弧 点 的 零 图 ， 由 上 图 可 得 
Pxr(G)= Pr( 6) —4 Pr(@3) +6 Pr($2)—3 Pei) 
=R(k—1) (PF—3Rt3) 
应 用 公式 (6.32〉 的 递 推 方 沾 是 使 图 的 边 数 逐 渐 增 多 ， 最 终 成 为 完全 图 ， 耐 利用 公式 
《6.23) 的 递 推 方法 是 使 图 的 边 数 逐 渐 减少 ， 最 终 成 为 零 图 ， 所 以 当 图 的 边 数 较 多 时 适 于 
前 一 公式 ， 当 图 的 边 数 较 少时 用 后 ~ 公式 比较 适合 。 


习题 与 思考 题 


1。 试 用 三 种 颜色 ， 给 图 6.26 所 示 的 图 的 面 正常 着 色 。 
2。 给 图 6.27 的 三 个 图 的 结 点 正常 着 色 ， 每 个 图 至 少 需要 几 种 颜色 。 
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(an 《9 《9 
图 6,26 图 6.27 


*3、 证 明 ， 车 G 是 一 个 至 少 有 4 个 结 点 的 3 可 着 色 平 面 图 , 则 GG 至 少 含 有 二 个 三 角形 。 


1. 证 明 ， 彼 特 森 图 (图 4.23(2 )) 是 边 4 色 的 。 
5。 证明 ， 车 G 是 无 环 图 且 A 一 3， 则 
CR 
6， 证 明 ， 若 6 = (P ) 是 非 空 的 正则 简单 图 ， 且 [V1 是 奇数 ， 则 weCC) 一 A+1 
7。 证 明 ， 车 G = (VV，E) 是 无 环 图 ， 有 日 | 一 2&+1 及 | 五 [>RA， 则 2 er(G)=A+1 
8， 在 一 所 学 校 蛙 ， 有 七 位 教师 和 十 二 个 班级 ， 五 天 一 局 的 教学 任务 由 下 而 的 年 隆 给 


出 ， 这 里 Pi; 的 值 表 示 教 师 x; 给 班级 y 的 授课 时 数 。 问 
(a ) 一 天 必须 安排 多 少 课时 方 能 满 足 要 求 。 
Ch ) 车 一 张 每 天 8 个 课时 的 课表 已 经 排出 ， 则 需要 多 少 教 室 。 


Ye Ye Ns ee a Nn PN VE 


Xl3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
MI 3 6 09 4 2 5 1 3 3 0 4 
Wal 5 0 5 5 0 0 5 0 5 0 5 5 
x12 4 2 4 2 4 2 1 2 4 2 3 
Xi 3 5 2 2 0 3 1 4 站 3 2 5 
xi5 5 0 0 5 5 0 5§ 0 5 5 0 
Xl 3 4 3 4 3 4 3 4 3 3 0 


9。 试用 布尔 算 革 求 图 6.12 的 图 的 极 大 独立 集 和 I(G)。 
10. 设 图 G 是 4 阶 简单 图 证明: 
了 (G) + HG) En+1 
11. 试 证 ， 9 个 结 点 17 笨 边 的 平面 图 不 可 能 用 两 种 颜色 
对 图 的 面 正常 着 色 。 
12。 试 用 布尔 算法 求 图 6.28 所 示 的 图 的 极 小 支配 集 及 
D(G)。 
13. 证 骨 ， 在 偶 图 中 ， 最 大 匹配 的 边 数 等 于 最 小 复 盖 的 
14. 设 己 是 简单 图 G 的 某 一 完全 了 分 图 7 为 有 有 个 


结 点 的 完全 7 了 分 图 ， 到 它 隐 人 部 分 二 有 | 人 | 个 四 或 是 


[ECP)|SIE(T;,a)| 
， 并且 仅 当 6 sT。 对， 等 式 成 立 。 
15. 设 G 一 (V,E)，|V1 一 mn，[E, =wmwx， 试 证 明 ， 若 6G 是 简单 图 ， 则 
PO) SR/ (2 7) 
16. 证 明 ， 若 C 的 任意 两 个 奇 次 回路 都 有 一 公共 结 点 ， 则 2,(G) 志 5。 
17。 若 的 作 意 真子 图 互 均 有 多 ,( 瑟 ) 之 gCG)， 则 称 G 为 临界 图 ， 此 时 车 8,(G) 一 总 
则 称 C 为 临界 子 图 。 试 学 一 4 临界 图 的 例子 。 
18、 设 4 表示 图 结 点 的 最 小 次 数 ， 试 证 明 :， 车 G 是 到 临界 图 ， 则 
dK—1 
19. 证 明 ， 每 个 结 点 及 色 图 至 少 有 长 个 次 数 不 小 下 下 一 1 的 结 点 。 
20. 设 友 表示 结 点 岂 的 次 数 ， 证 时， 若 图 各 有 结 点 次 序列 〈@&，8a ,Bs)， 且 dd 这 
Gz， 则 


PAO Emax min{d:+1, gj} 

21. 利用 上 是 结果 证 明 :， 当 | 五 [> 各 

pe CYLI2I ED #1 

22. 证 明 , ZJ(G1 G2) 一 (G1) (G2) 

*23。 应 用 定理 6.17 (Brooks) 正明 ， 若 G 是 A= 3 的 无 环 图 ， 则 %e(C) 扫 4 

24。 在 九 个 人 的 人 群 中 ， 有 一 个 人 认识 另外 两 个 人 ， 有 两 个 人 每 人 认识 另外 四 个 人 ， 
有 四 个 人 每 人 认识 另外 五 个 人 ， 余 下 的 两 个 人 每 人 认识 另外 六 个 人 。 证 明 ， 有 三 个 人 他 们 
彼此 都 互相 认识 。 

25、 试 用 凝 缩 、 并 接 靶 求 图 6,29 的 图 的 点 色 数 。 

26。 试用 独立 集 法 求 图 6.29 图 的 点 色 数 。 

27。 试用 鲍威尔 法 对 图 6.30 的 图 的 结 点 着 色 。 

28. 试用 顺序 着 色 法 对 图 6.30 的 图 的 结 点 着 色 。 

29、 试 将 图 6.31 的 边 着 色 问 题 转化 为 点 着 色 问题 求 解 。 


图 6.29 图 6.31 


图 6.32 
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30. 
31. 
32. 
33. 


34. 


证 明 。# 个 结 点 的 树 的 着 色 多 项 式 为 ， Pae(T。)》 = 一 RCR 一 D)” 
试用 公式 〈6.22) 计算 图 6.32 (a ) 和 (b) 两 个 图 的 着 色 多 项 式 。 
试用 公式 《6.23) 的 算法 重复 上 题 。 
证 明 ，% 个 结 点 的 连 道 图 的 多 项 式 满足 下 列 不 等 式 : 
Pr(G) LRR—1)" 
试 证 : 不 存在 以 如 一 3 及 +3 如 为 其 着 色 多 项 式 的 图 。 
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第 七 章 路 答 问 题 


路 径 问题 是 图 论 的 一 个 很 广泛 的 问题 ， 也 是 图 论 在 应 用 领域 中 一 项 齐 有 成 效 的 内 容 。 
当 我 们 在 处 理 各 种 实际 问题 时 ， 我 们 将 给 出 各 种 各 样 的 图 的 数学 模型 ， 例 如 交通 运输 图 、 
通讯 线路 图 、 决 策 图 、 工 程 规划 图 等 等 ， 在 研究 这 些 图 时 ， 除 了 考 虑 连通 性 和 可 达 性 之 
外 ， 另 一 重要 问题 就 是 考虑 最 短路 径 、 最 优 路 径 和 关 健 路径 。 这 一 章 我 们 分 别 讨论 达 些 路 
径 的 应 用 及 其 算法 。 


$7.1 从 指定 点 到 其 他 点 的 最 短路 径 


定义 7.1 在 带 权 有 向 图 书 中 ， 弧 必 ， 只 上 带 的 权 z(z%r，uw) 称 为 这 条 弧 的 长 度 。 一 
条 路 径 的 长 度 是 这 条 路 径 所 经 过 的 弧 的 长 度 和 。 即 车 卫 是 也 中 的 一 条 路 径 ， 则 书 的 长 应 
万 为 ， . 

Lp= > HO) 
Ho) EP 

定义 7,2 在 带 权 图 力 中 ， 若 了 是 从 结 点 4 到 结 点 v 的 所 有 路 径 中 最 短 的 一 条 路 径 
则 称 己 为 从 # 到 ”的 最 短路 径 ， 其 长 订 记 作 工 (zso) 并 称 为 从 # 汉 + 的 距离 

芯 知 路 径 具 有 重要 的 实际 党 义 。 例 如 用 结 点 表示 城市 ， 张 的 长 度 表示 一 个 城市 公 另 一 
碱 市 的 公路 里 程 ， 则 最 管 路 径 问 题 就 是 寻找 从 一 城市 到 另 一 城市 的 最 短 里 程 问题 ， 如 果 性 
的 长 度 天 示 修 筑 道路 的 经 费 ， 则 最 短路 径 表示 最 小 投资 、 等 等 

上 述 最 短路 径 的 定义 可 以 推广 到 上 带 权 无 向 图 中 。 

怎样 导 找 从 某 一 指定 点 到 共 他 点 的 最 短路 径 呢 ? 1959 年 得 克 斯 特 拉 《Dijkstra》 提 出 
了 - 个 算法 ， 是 当前 闭 记 采用 的 一 个 较 好 算法， 这 个 算法 的 主要 思路 是 用 逐 点 增长 的 方法 
均 造 - 棵 路 径 树 ， 从 而 得 到 从 树 殷 〈 指 定点 ) 到 其 他 点 的 距离 。 下 面 先 介绍 这 一 思路 。 

设 求 从 指定 点 m 到 某 一 点 " 的 最 短路 径 

从 mm 出 发 沿 着 弧 的 方向 第 一 个 到 达 面 且 路 径 最 短 的 一 点 ， 一 定 是 所 有 与 so。 有 弛 关联 
卫 弧 的 长 度 最 小 的 那个 点 ， 这 是 与 wm 距离 最 短 的 一 点 ， 称 为 第 一 短 路 径 点 ， 如 果 这 个 点 
就 是 v2， 问 题 得 到 解决 ， 各 朵 不 是 而 是 另 一 点 0， 那么 从 而 出 安 第 二 村 短路 径 会 到 达 
哪个 点 呢 ? 一 定 是 与 wm 有 弧 关联 是 绝 的 长 度 景 小 的 那个 点 Cv, 除外 )， 或 者 是 由 妈 经 过 
再 经 过 与 由 关联 的 长 度 最 小 的 二 条 弧 所 到 达 的 点 ， 取 这 两 条 路 径 中 最 短 的 一 条 ， 它 的 终 
在即 是 从 ve 出 发 第 二 条 条 路 径 所 汉 这 的 点 ， 设 为 w， 如 果 思 即 为 所 求 的 ?， 问 题 即 得 解 
决 ， 否 则 继续 寻求 从 w 出 发 第 三 短路 径 到 这 的 点 ， 第 四 短路 径 到 达 的 点 ， 如 此 继续 下 去 
直到 路 径 的 终点 是 为 目 。 

一 航 阅 来 ， 设 工 为 已 求 得 的 第 、 第 二 ，.… 第 大 条 短路 径 的 终点 集合 ， 即 了 ={o， 
tt ， 则 有 工 (%，p) 委 亏 00， za) 实 … 委 Emo)。 那 么 第 &+1 条 短路 径 〔 设 其 
终点 为 四 ) 或 者 是 红 wo，z) ， 或 者 终点 是 了 外 的 某 一 点 四， 但 路 径 的 中 间 结 点 一 定 都 是 
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了 中 的 结 点 〈 即 已 到 达 过 的 结 点 ) 这 是 显然 的 ， 如 果 从 ww 到 ww 的 路 径 中 有 一 中 间 点 i 不 
在 中 ， 由 于 工 (wo, 科 <<Ltvo,w》 则 点 必然 作为 比 ww 到 的 路 径 更 短 的 一 条 路 径 终点 先 
行 加 入 了 中 。 因 此 按照 这 种 路 径 逐 步 增 长 的 过 程 ， 我 们 将 得 到 一 和 棵 以 ww 为 根 的 树 ， 称 为 
路 径 树 ， 和 如 图 ?7,1 所 示 ， 从 树 根 到 各 结 点 的 路 径 长 度 即 是 vo 到 该 点 的 距离 。 

os 多 on 根据 以 上 分 析 我 们 可 以 得 出 求 路 径 端点 的 算 
法 。 

设 已 求 出 从 m 出 发 民 度 依 次 递增 的 大 条 路 径 ， 
它们 的 端点 各 为 加，v2,"**，v4， 并 归 入 已 到 达 的 
端点 集合 TT 中， 并 将 wm 到 的 距离 简 记 为 了 oz)， 
对 了 外 的 任 一 结 点 vw ,计算 数值 


Ly )= min {Tw)+w(v, » )} (A) 
人 


式 中 约定 工 (wn) 二 0， 藻 Gt， 0) F 芋 ,. 则 令 zfop 图) 一 o 《在 计算 机 中 则 用 某 一 允许 
的 最 大 值 代 替 cc)。 
因此 ， 第 &+1] 条 短路 径 ， 其 端点 一 定 是 工 外 各 点 中 工 (?) 最 小 的 那个 点 (这 里 己 将 
t 加 入 工 中 )， 设 为 点 wu 则 
Livar)=min{L(v ) fv’ 全 全 (B) 
式 (A) 和 《也 ) 给 出 了 求 第 及 + 1 条 短路 径 终点 的 公式 ， 然 而 直接 应 用 A》 式 计算 是 
很 麻烦 的 ， 央 为 每 求 一 条 路 径 的 终点 ， 都 要 反复 地 对 已 通过 的 结 点 进行 计算 和 比较 ， 我 们 
可 以 用 以 改进 ， 即 在 求 最 短路 径 的 过 程 中 ， 不 断 修改 未 通过 点 的 路 径 参 数 ， 于 是 得 到 如 下 
算法 : 
Dijkstra 最 短路 径 算 浴 ， 
1,. for all vA Lo) TW us, V) 
2. LW)0 
3. To{n} 
4. While T#¥V do 
begin 
， 找 一 点 wg 汪 且 对 所 有 wT 工人 2) 所 上 (v) 
Te 
。for all v¢T 
if TW >LOv ) + wv 0) 
then L(y)—L(y ) 十 也 (2 ,0) 
end 
算法 说 明 : 
算法 中 指定 结 点 设 为 x ，z(2ss 一 0， 了 为 通过 的 结 点 集合 ， 初 始 值 为 Tt}， 当 工 一 矿 
时 表示 图 的 所 有 结 点 已 通过 ， 计 算 结束 。 计 算 从 第 4 行 循 床 语 匀 开始， 在 不 属于 工 的 结 点 
中 选 路 径 长 度 最 小 的 一 点 v， 将 wv 加 入 了 中 并 根据 wv' 修改 不 属于 了 的 结 点 的 路 径 长 度 ， 
如 此 反复 进行 直到 所 有 结 点 都 加 入 了 中 为 止 。 因 此 这 一 算法 是 求 从 指定 点 # 到 所 有 其 余 结 
点 的 距离 ， 共 值 由 通过 结 点 v 的 荆 (v 人 ) 给 出 。 和 如 果 只 需要 求 %* 到 基 些 点 的 距离 ， 那 么 只 要 
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对 第 4 行 的 循环 语句 稍 作 修改 即 可 达到 上 的。 这 一 算 靶 的 时 间 复 杂 性 主要 耗费 在 第 4 行 开 
始 的 循环 体 中 ， 而 循环 次 数 不 会 超过 (w 一 1)， 在 循环 体 中 ， 第 5 行 和 第 7 行 的 执行 时 间 
是 0(w) 级 的 ， 总 的 运算 时 间 是 0(w) 级 的 。 


生理 


例 7.1 求 图 7.2 中 结 点 4 到 其 余 各 点 的 距离 。 
和 解 ， 由 图 得 出 初始 值 : 
L(V)=1, Le) 一 3 
Lys)=00, Llv)=6, LW)=0, T={u} 
1) 选择 工 外 路 径 最 小 一 点 W， 于 是 有 


T={%, "1} 

根据 w 修改 了 外 各 点 路 径 
因 Lv) + wv, ve)=1+1<L()=3 
故 也 (ga)<e 一 2， | 

Zoo)< 1+3=4，Z(00=6 (不 禾 变 ) 
2 ) 选择 了 外 路 径 最 小 一 点 2， 于 是 有 

T={%, vi, v2} 

根据 v2 修改 了 外 各 点 路 径 
因 Ly) +z(pa， v5)=2+1<L(u)=4 
故 了 (ta)<e 一 3 
而 Z(o0) 一 6 〈 不 改变 ) 


3 ) 选择 了 外 路 径 最 小 一 点 如， 于 是 有 
T={%, wy, vz v1} 
根据 0 修改 了 外 各 点 路 径 ， 
Lv)<——3+2=5 
4) 得 到 最 后 一 点 ze， 于 是 有 了 一 {ap， pi， Vo，v3，v4} 
最 后 T=V, 计算 结束 。* 到 各 点 的 距离 为 了 (01)=1,， 工 (0 一 2 工人) 一 3， 


Ll) 一 


下 


得 克 斯 特 拉 算 法 只 给 出 指定 点 到 其 余 结 点 的 距离 ， 并 未 直接 给 出 指定 点 到 其 余 各 点 的 


最 短路 径 ， 为 此 ， 可 以 对 上 述 算 蒜 稍 加 补充 ， 即 增设 一 路 径 变量 卫 (w》， 其 初 始 值 规定 如 


{wyUdv} 车 ww oo) 天 cc 


Plvs 
0 < 车 www， mi) 一 cc 


经 过 各 次 选 代 和 修改 过 程 ， 最 后 得 到 的 PCy) 和 上 (wv;) 即 为 指定 点 # 到 点 v; 的 最 得 路 径 和 
下 离 。 算 法 如 下 。 


1- for all vyEV， 给 出 上 (vw) 和 了 (wv) 的 初始 值 
2. Te—— {4} 
3. While TV do 

begin 
4。 找 一 点 只 FT 且 对 所 有 v0FET 有 LCv)<<L(v) 
5. Te—TUf{v} 
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6, for all v¥ET 
这 LOW) >> 工 (2 ) 十 到 (只 ， 切 
then Lv L(y) tw V) 
卫 (o)< 一 一 Po )U {wv} 
end 


例 7.2 求 图 7.3 中 结 点 om 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 和 距 


了 .3 
离 。 
解 ， 由 图 得 出 各 结 点 的 工 (v) 和 了 (v) 的 初始 值 ， 计 算 的 挝 代 过 程 列 成 表 如 下 ， 表 中 
选 加 a o vt os 
从 vs 1 了 
数 Lipa) Plvsy Lev) plos) tpsy |2Kez》 Llws) Elway |L(we) Fe iws) Ples) 
eol 人 | 人 toe} 
:| 1 | | 
to {es {mn 
2 vt 名 ~ $B 5 evviv| 3 {vo vlr 93 
ones} | | 
{ny {un {pn 
3 4 ?esvs | 8 engss)| 3 ,vs, {ts 5a) 
HEA 2 | 2 
{0s fo, | {eo 01st 
4 E23 7 pas| 8 lows, 
pt oes} 下 
! | {on, | {pnts vss 
5 v3 8 Bs 
by vast ry 
6 | 全 = 工 仿 止 
| 
即 为 每 次 访问 的 结 点 ， 访 行 的 也 (v') 和 I(w ) 即 为 mm 到 读 点 的 最 短路 径 和 距离 。 
上 面 讲 的 是 带 权 有 向 图 ， 如 果 在 算法 中 用 边 代替 弧 ， 算 法 同样 适用 于 带 权 无 向 图 的 情 
形 。 最 后 应 指出 ， 得 克 斯 特 拉 算 法 只 适合 于 权 值 为 非 负 实数 的 情形 ， 如 果 边 权 的 值 有 正 有 
负 , 则 算法 不 能 保证 所 得 到 的 一 定 是 一 条 最 短路 径 ,1964 年 ,福特 (Ford) 提 出 了 适用 于 负 长 


度 的 张 的 最 短路 径 的 算法 ， 限 于 篇 幅 这 里 就 不 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 [5 


57,2 任意 两 点 间 的 最 短路 存 


在 第 二 章 我 们 已 经 给 出 了 带 权 图 邻接 矩阵 的 定义 ， 可 以 利用 带 权 图 的 邻接 矩阵 求 图 的 
任意 两 点 之 问 的 距离 。 为 此 先 定义 矩阵 的 两 种 适 算 。 
定义 7.3 设 4= (qi)wxt B=(bi)tem， 定义 C=AsB=(Csj)sxm， 共 中 
Ci=min{an t+ by, art bs Ci 十 可 让 (7.1) 
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定义 7.4 设 4=(4ij)sxm 5 一 (bi)axm 定义 @ =4 因 B=(gz5)asw， 其 中 
gi=min{ass, bj} (7.2) 

现在 我 们 来 看 分 接 矩 降 应 用 这 两 种 运算 所 产生 的 结果 。- 先 讨论 带 权 无 向 图 的 情形 。 

设 4 二 (wi;)sxr 是 带 权 无 向 图 G=(V，E) 的 都 接 矩阵， 记 4 =A*A= (485) )sxo， 


则 
CC =min{an 十 Co 2 十 Ca ve lia 十 Ga 让 

这 里 ws +ar 罕 示 从 结 点 2 经 过 中 间 点 工 到 结 点 了 的 路 径 长 诬 ，aza+ezy 表示 从 结 点 
经 过 中 问 点 2 到 结 点 了 的 路 径 天 其 余 项 的 意义 相同 ， 都 表示 从 结 点 4 经 过 一 个 中 间 
点 到 结 点 了 的 路 德 长 度 ，a8)? 是 取 它 们 中 的 最 小 值 ， 它 的 意义 就 是 从 结 点 f 最 多 经 过 一 个 
中 间 点 到 结 点 了 人 

所以 说 最 多 经 过 一 个 中 间 点 是 因为 一 股 项 exe+a (hw) 中 也 包含 osa+ai 和 
45 二 4 两 项 ， 它 们 都 等 于 az， 如 果 它 是 所 有 项 中 的 最 小 值 ， 巾 多 一 ar， 在 这 种 情况 
下 就 没有 经 过 中 间 点 。 
阅 理 可 知 ， 在 4 和 3 二 (48 入 )sxs 中 ，4 和 后 家 示 从 结 点 宇 最 多 经 过 (8 一 1) 个 中 间 点 到 
结 点 了 的 所 有 路 径 中 最 短 的 那 条 路 径 。 
为 图 的 阶 数 为 %， 从 ; 到 了 的 简单 路 径 最 多 经 过 (一 2) 个 中 间 结 点 ， 记 以 只 要 求 
到 入 全 "3 就 行 了 ， 然 后 比较 41;，a 扩 ，…，a59"*”， 取 其 中 最 小 的 一 项 则 是 从 i 到 了 的 
所 有 路 径 中 长 度 最 小 的 一 条 路 径 ， 即 最 短路 径 。 

于 是 ， 得 到 求 任意 两 点 闻 距 离 的 算法 如 下 

1, 给 出 图 的 邻接 和 矩阵 4 

2. 求 出 A，AtD， A 

3, 计算 D=4@A 国 … 八 A'" = (dij)sxn 

则 马 即 为 图 的 距离 炬 阵 。 
例 7.3 求 图 7.4 所 示 的 无 疝 图 的 距离 炬 阵 。 
解 ， 写 出 带 权 无 向 图 的 邻接 第 隆 各 下 


« b&b cc da 了 

[0 1 cs 2 co cc 

* 0 3 4 cc cc 
4=cljs 3 0 1 2 2 
dl2 4 1 0 3 % 
elsc ce 2 3 0 2 
fw co 2 & 2 cc 


因为 矩阵 对 称 于 主 对 角 线 ， 运 算 时 只 取 下 三 角形 。 
先 求 A? 中 的 元 素 a 上 3? ， 例 如 ， 
Aa =min{au tau, Qtary **, Qist Ae} 
=min{0+0, 1+1, *, +oc} 
=0 
A =min{an ta Htz 十 422 “ee G16+ ez} 
=min{0+1, 1+0, ™, c+cc} 
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=1 


2 


A =min{ay ta Qt+R2 33 十 他 3 全 


=min{ce +2, 3+4, 0+1, %, 2+ cc 


三 1 


于 是 求 得 A453， 同 理 可 求 出 43 和 A 如 下 


bol 1 
3 3 ] 3 3 
AD=a|2 3 1 AP=|2 3 1 
e|5 5 2 3 7 5 2 3 
yec 35 2 3 2 5 5 2 3 
3 b [ a 已 
令 万 = 4 图 4 的 4 的 40 
即 得 到 图 的 距离 矩阵 如 下 - 
五 1 
c|3 3 | 
D=a|l2 3 1 | 
e|5 5 2 3 | 
f°5 5 2 3 2 
a 5 ¢ d e 


A = 


ow 


0 ae +t Aes} 


or ep oo 


en 


wo 

ww 

~ 
. 


和 如果 不 仅 需要 求 出 任意 两 点 之 间 的 距离 ， 还 权 求 出 两 点 之 闻 的 最 短路 径 ， 那 么 在 拭 阵 


运算 时 要 注 以 下 标 ， 并 在 运算 中 保留 下 奈 ， 即 
人 
他 让 寸 Gama — ijkoen 
如 上 例 ， 图 7.4 的 邻接 矩阵 应 写成 : 
Bb olys 
cice 3 
A=a |2o0 do la 
el 2 Zoe 3ea 
fo c Wie cc Zie 


a4 b&b ¢ 4d e 


矩阵 中 元 素 的 下 标 表 示 结 点 ， 元 素 的 值 表示 两 个 结 点 所 关联 的 边 的 权 值 ， 如 权 为 无 限 
大 可 不 写 下 标 。 经 运算 后 ，4 兴 的 下 标 表 未 路 径 ， 其 值 即 表示 这 一 路 径 的 长度， 例如 求 出 


4 如 下 ， 


Bb los 

© [3cae Bo 
A 4 |2s 3om lac 

6 

了 了 


Beao Bers Zoe Boa 

Ce Byes pe 3fcd 21e 
4 b cc a@ rt¢ 
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其 中 第 4 行 第 2 列 的 元 隶 按 下 式 计算 得 到 
Aa?=min{art as Qt a Sat a ,Ast+ es} 
=min{2a+ la， daet 0, lst 3 " oc+ oc} 
=30 
其 他 竹 和 矩阵 的 下 标 求 法 与 此 相同 ， 最 后 即 可 求 出 带 有 下 标的 距离 算 阵 如 下 : 
Bb /loe 


cls 3 
=d |2 Ba lac 
Cl5eg Beco 2ee Bea 
f Giae Byes Die Bea Qe 
[4 5 ¢ ad 中 
从 矩阵 六 中 即 可 求 出 任意 两 点 间 的 最 短路 径 及 其 上 距离。 例如， 从 结 点 /到 4 的 最 短路 
径 为 fedga， 其 距离 为 5 。 
上 面 的 算法 中 ， 如 果 两 点 之 间 的 最 短路 径 不 止 一 条 ， 我 们 在 写 下 标 时 只 保留 其 中 一 条 
最 短路 径 。 
上 面 的 例子 是 对 无 向 图 的 ， 对 于 有 向 图 ， 计 算 方 靶 相同 ， 但 有 两 点 必须 注意 ， 
《1》 因 无 向 图 的 邻 楼 矩阵 是 对 称 的 ， 可 以 只 取 上 三 角形 或 下 三 角形 ， 对 有 向 图 不 宜 


采用 。 


《2 ) 对 无 向 图 ， 从 8 色 w 的 最 短路 径 ， 也 是 从 wj 到 v: 的 最 短 路 径 ， 所 以 写 下 标 
时 ， 我 们 把 acd 与 fdca 当 作 一 条 路 径 ， 对 有 向 图 这 是 不 可 以 的 。 
下 面 举 一 个 有 向 图 的 计算 例子 。 
例 7,4 如 图 7.5 所 示 的 带 权 有 向 图 ， 试 求 任意 两 点 之 间 的 最 短路 径 及 距离 。 
解 ， 先 求 出 图 的 带 私 邻接 垂 阵 如 下 
a 百 £ 
a 0 dos ll 
A=B5|6, 0 2 ] 
c 3 cc 0 
再 求 409= (as 及， 例如 
和 ?一 mip{a Tan, git+a2, isan} 
=min{0+0, 4 十 6so， lloct Bee} 
一 0 


a3 =min{an + «12, 1 +a2, s+ 03a} 
da 

ai =min{gn ta G12+ G42s, rat a3s} 
=6ue 


其 余 类 似 可 求 ， 于 是 求 得 43 如 下 


2 
A ls 0 2 


C Be To 0 
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则 距离 矩阵 为 


a ob c 


a,0 des Base 
D=A®@4A4"=, EE- 0 2 | 
ov8o To 0 
在 求 任意 两 点 间 最 短 良 径 的 诸多 算法 中 ， 洁 洛 伊 得 《Floyd，1962) 提 出 的 算 法 是 一 
个 较 好 的 算法， 现 介绍 如 下 : 
算法 的 思路 是 直接 在 图 的 带 权 邻 接 和 矩阵 中 ， 用 依次 插入 结 点 的 方 法 改变 算 阵 的 元 素 
值 ， 俩 最 后 得 到 的 矩阵 成 为 图 的 距离 矩阵 和 路 径 和 矩阵 。 算 靶 首先 给 图 的 结 点 编号 〈 次 序 可 
以 是 任意 的 ) 并 将 邻接 拭 阵 如 作 为 距离 矩阵 厂 的 初始 值 ， 即 
DO=A, (dara (a) res 
在 矩阵 D" 上 ， 将 结 点 v1 《标号 为 1》 插 入 任意 两 点 w: 与 v; 《标号 为 1 与 $) 之 间 ， 并 
按 下 式 求 出 Da 一 (ln 


t 


Af =min{d?, dan + ary} 
可 见 659 是 从 直接 经 过 一 条 统 到 v;， 或 者 从 南 经 中 间 点 v. 到 vj 这 两 条 路 径 中 最 短路 经 的 
长 度 。 
在 矩阵 DG 上 ， 将 结 点 oz (标号 为 2) 插入 任意 两 点 :与 v; 之 间 ， 并 按 下 式 求 出 De 一 
Cyd 
a =min{ay}, 2 二 2 站 
则 35 表示 从 几 直 接 到 凡 ， 或 者 从 zw 经 过 a% 或 oz 或 四 与 mx 而 到 凡 的 所 有 这 些 路 径 中 最 短 的 一 条 
路 径 。 
用 归纳 法 ， 设 w 与 w 之 间 已 播 和 人 (& 一 ]》 仿 结 点 ， 则 播 入 第 太 个 结 点 时 得 托 阵 D'*! 二 
《8 窒 )axa， 其 中 


d=min{af}  , df +axy-°} (7.3) 
则 a 窒 是 从 vv: 直接 到 v;， 或 者 经 过 贡 ，v2，"…vi 中 部 分 或 全 部 结 点 而 到 w 的 所 有 小径 中 最 
短 的 一 条 小 径 。 
当下 一 ao 则 太一 (及 3)oxs 即 为 图 的 距离 抵 阵 。 在 求 距离 拭 阵 的 选 代 过 程 中 ， 也 可 
将 路 径 托 阵 己 求 出 来 。 
弗 洛 伊 得 算法 ; 
begin 
1. for t=1 to n do 
2. for j=1 to % do 
3. A(i, je——als, }) 
4. i Fz7 and ali, <max 
then P (3, )) < 一 (2 十 (人 
» for 太一 1 to 4 do 
. for s=1 to % do 
.for 7=1 ton do ~ 
+ fals, E+a (Rk, )) <ali, 1) then 


wanm a 
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Aas, Nedls, ht+dlh, 7) 
POG, fe—P(i, K+P(h, fF) 
end 
在 圭 述 算法 中 ，P 二 (Pi;)axs 为 最 短路 径 和 矩阵。 如 果 不 存在 从 w 到 罗 的 路 径 ， 则 对 应 的 
Pn 为 空 。 从 算法 可 知 ， 必 须 计算 # 个 矩阵 D9，D 人 YY， 
DD ,其 中 每 个 矩阵 包含 mw 个 元 素 ， 因 此 总 共 需 要 计算 治 个 
元 素 ， 而 每 一 次 计算 都 要 作 一 次 加 法 和 求 一 次 极 小 值 ， 因 此 
算法 的 时 间 复杂 性 是 0(2w3) 级 的 。 但 是 这 一 算法 有 一 极 大 
的 优点 ， 即 只 权 图 不 存在 负 长 度 的 回路 ， 则 统 的 权 值 可 以 多 
许 是 负 值 。 
例 7.5 试用 弗 治 伊 得 筑 法 求 图 7.6 任意 两 点 的 距离 及 
最 短路 径 。 
解 ， 良 据 所 给 图 得 距离 和 路 径 矩 阵 的 初始 值 如 下 : 


Ze 了 
Zr10 8 3 5 2 a ab ac ad ae 
5|2 0 ~ 9 < 2 laa ba 
DOI=A=cde 4 0 ec 10| PH-e cb ce 
alc cc 1 0 cc a de 
e°8 om 8 2 0 2 ea ~ ec ed 


将 结 点 4 插入 ，D 避 的 各 元 素 和 相应 的 最 短路 径 计 算 如 下 《 结 点 4，B，c，4，。 按 1， 
2，3，4，5 排 序 》 
人 一 本 一 
一 
3 
dt =A =5, P=ad 
di ==2, Pi’=ae 
d= =2, PH'=64 
d= d=0 
as’=min{ds’, dd’+A4)}=min{o, 2+3}=5 
3 =ba +ac=bac 
ds =min{d?, dl ?+A }=min{9, 2+5}=7 
Pi =ba tad=bad 
人 一 dl ta }=min{e, 2+2}=4 
PY =hat+ae=bae 
di =a = 
di =44" =4, PhiY=cb 
5 =d? =0 
di A =o 


?di =10, Pi = 
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一 coc 
cc 
0 = =4, Ph? =de 
di "=A =0 
dé" = cc 
di =d "=8, Pi 一 et 
min df AP}=min{o, 8+8}=16 
Ps =ea+ad=eab 
A =min{d?’, dl? +di?}=min{tg, 8+3}=8 
=ds"’, PiéY =P" 一 ec 
ds =ds" =2, Ps =ed 
df" =ds" =0 


由 此 得 到 DD 中 ?和 PO 如 下 : 


0 8 3 5 2 CEB ac ad ae 

2 0 5 7 4 ba Bae bad bae 
Dib=|lce 4 0 ce i100 Po= eb ee 

Tc 4 0 de » 

8 16 8 2 0 ea eab ec ead 


在 DV 上 将 第 二 个 结 点 5 插入， 显然 有 
df =df}, f=1, 2, 
adsP =4dt}, f=1, 2, 
df =adf’, t=1, 2, ,5 
因此 我 们 只 须 计 算 其 余 元 素 如 下 ， 
A ds =3, PY 一 ae 
ds? 0! =5, Ps” =ad 
di =4" =2, Pl’ =ae 
Ad? =min{ds’, di? +A 6 }=min{o, 4+2}=6 
Ps” 一 卫生 + PY =0b+ ba=o 
=min{di’, d+ad’}=min{o, 4+7}=11 
Pw’=P' + PY =cb+ bad =cbad 
"=min{ds’, itd }=min{10, 1+4}=8 
一 了 十 PP 一 二 + dac—cbae 
也 和 一 二 是 一 cc 
一 人 4 P=Ae 
d=dii'= oc 
dr di’ 8, Ps” ~eg 
一 ec 


和 2 Pih=ed 


于 是 得 到 D3 和 PS 如 下 : 
。192 。 


0 8 3 5 2 ab ac wa ae 

2 0 5 7 4| ba Bac im bae 
DSH=|I6 4 0 11 8 PW=|cba cb cbad chae 

cc ec 4 0 cc ac 

8 16 8 2 0 ea eab ec ed 

同 理 可 求 出 DY 、PWY，D'、P 中 ，DS)Y、P6) 如 下 ， 最 后 得 到 的 DS 和 PS® 即 为 距离 
矩阵 和 最 短路 径 怎 阵 。 

0 7 3 5 2 acb ac ad ae 

2 0 5 7 4 Wa bac bad bae 
DY=]J6 4 0 11 8| P=jcbae cB cbal chae 

10 8 4 0 12 dcha dcb de dcbae 

8 12 8 ea ech ec ed 

0 7 3 5 2 ab ac ad ae 

2 0 5 7 4 ba bac bad bae 
Do=|6 4 0 11 8| PO=|cba co chad cbae 

10 8 4 0 12 dcba dcb dc dcbae 

8 10 6 2 0 wo edcb edc ed 

4 5b ¢ ad 2 a b&b ¢ ad € 

410 7 3 4 2 ar "acdac aed ae 

5l2 0 5 6 4 2 | 经 Bac Baed bae 
DS=ce|§ 1 0 10 8 P=c6 |cba ch cbaed chae 

dalio0 8 4 0 12 a |acba acb ac obee | 

eg8 10 6 2 0 e ‘ea edcb edce ed 


87.3 最 优 路 径 


在 研究 各 种 工程 、 经 济 等 决策 问题 时 ， 常 常用 图 作为 一 个 数学 模型 进行 描述 ， 这 种 图 
称 为 决策 图 ， 它 不 同 于 一 般 的 有 向 图 ， 有 其 自身 的 特点 。 

定义 7.5 决策 图 六 一 (FF， 五 ) 是 一 个 不 含 回路 的 带 权 有 向 图 ， 并 且 

《1) 它 的 结 点 集合 人 分 成 5 个 子 集 ，Vs，*…，V,， 并 有 

ViUVaUm UV=V 
信人 太一 加 i#f, 11, jES 

(2) 每 一 结 点 子 集 p; 称 为 一 级 ，8V, 为 第 1 级， 只 有 一 个 结 点 ， 称 为 初 始 结 点 ，V, 
为 最 后 一 级 ， 可 以 有 不 止 一 个 结 点 ， 均 称 为 得 胜 结 点 。 

《3) 对 任 一 条 有 向 边 tv;，vj) EE， 如 如 EP;， 则 必 有 5 EVit1 

仿 如 图 7.? 表示 一 个 决策 图 ， 它 有 5 级 ， 由 于 决策 图 常用 作 描 述 对 策 ， 所 以 常 采用 对 
策 中 的 一 些 名 词 术语 ， 即 将 结 点 称 为 布局 ， 初 始 结 点 称 为 初始 布局 ， 得 胜 结 点 称 为 得 胜 布 
局 ， 一 条 弧 称 为 一 个 棋 步 ， 骂 上 所 带 的 权 称 为 这 个 棋 步 的 成 本 。 

定义 7.6 在 决策 图 六 = (pV,E) 中 ， 如 果 存 在 一 条 从 初始 结 点 到 得 胜 结 点 的 路 径 ， 财 
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称 图 是 可 解 的 ， 并 称 这 样 的 路 和 从 为 可 解 路 径 。 

例如 图 7.7 的 决策 图 是 可 解 的 ， 其 中 wu 一 pi?pa: 一 pa 一 ps: 是 一 条 可 解 路 径 。 一 般 情况 
下 ， 可 解 路 径 不 止 一 条 。 

一 条 路 径 上 各 边 成 本 之 和 ， 称 为 这 条 
路 径 的 总 成 本 。 

定义 7.7 在 决策 图 D=(y, EB) 的 所 
有 可 解 路 径 中 ， 总 成 本 最 小 的 可 解 路 径 ， 
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称 为 决策 图 的 最 优 路 径 。 

寻求 决策 图 的 最 优 路 径 ， 它 的 意义 是 

Br ow， 不 言 耐 喻 的 。 可 以 说 我 们 研究 一 个 决策 
图 ， 目 的 就 是 要 找到 一 条 最 优 路 径 ， 但 是 

7 如 果 企图 把 所 有 的 可 解 路 径 都 找 出 米 ， 然 


后 从 中 选 出 总 成 本 最 小 的 ， 巾 此 得 到 最 优 路 径 ， 这 种 方法 显然 图 不 可 取 的 。 这 一 池 就 是 控 
讨 如 何 使 用 更 为 简捷 有 效 的 方法 ， 求 出 决策 图 的 最 优 路 径 ， 为 此 先 介 绍 最 优 原理 。 
定义 7.8 在 决策 图 刀 = (Fr; 巨 ) 中 ， 从 结 点 op 到 某 一 得 胜 结 点 wx 的 路 径 P， 如 果 是 从 
vr; 到 Jr, 的 所 有 得 胜 点 的 路 径 中 成 本 最 小 的 ， 则 称 了 为 结 点 w; 的 最 优 路 径 。 
定理 7.1 (最 优化 原理 ) 设 路 多 
P= Da ira)my ry Us Dr Use 
是 结 点 vi; 的 一 条 最 优 路 径 ， 则 路 径 
P =v Das Yesra)ms es Des Wee 
必然 是 结 点 uisbx 的 最 优 路 径 。 
证 :用 反 证 法 ， 设 P' 不 是 结 点 vez+w4 的 最 优 路 径 ， 则 在 图 中 必然 存在 另 一 条 路 径 是 它 
的 最 优 路 径 ， 设 这 条 路 径 为 
P=v;, vn VrDm Us Dey Ws 
记 路 径 P 的 总 成 本 为 (了) ,路 径 P' 的 总 成 本 为 K(P')， 路 径 P 的 总 成 本 为 (六 )， 则 
应 有 


EK(B)<K(P') (4) 
设 张 (oi;，vVeito#) 的 权 为 wo，verpx)， 则 
K(PY=EK(P) tw(o vron) (BY 


由 于 结 点 vi+w4 存 在 另 一 条 路 径 训 ， 则 wy 世 存 在 另 一 条 路 径 冯 
P= vores Warps ey Wee) Ve 


设 它 的 成 本 为 KP )， 则 


K(B)=K(B) + wv vr dr) (C) 
比较 《A),(B)，(C) 三 式 即 得 
E(B )<EKP) 
与 P 是 wi 的 最 优 路 径 巴 盾 。 所 以 如 是 结 点 ge+ox 的 最 优 路 径 。 有 


这 一 定理 启示 我 们 ， 寻 找 结 点 w%; 的 最 优 路 径 应 该 先 求 出 它 所 能 到 达 的 下 一 级 结 点 的 最 
优 路 径 。 
如 图 7.8， 结 点 oz 有 六 条 强 引 向 下 一 级 的 结 点 ,每 一 条 强 上 的 成 本 分 别 记 为 KK1, 区:，*…、 
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到 。， 红 的 终端 结 点 为 isocoa wsom， 它们 的 最 优 
路 径 成 本 分 别 记 作 下 (1)，K(2)，*…， 下 (4)， 则 ;的 Ky 
最 优 路 径 一 定 是 这 mm 条 路 径 中 的 一 条 ， 它 可 以 及 成 本 最 小 的 
路 径 中 求 得 ， 即 如 果 忆 是 ui; 的 最 优 路 径 ， 则 必 有 
K(P}=min{K: + K(1), Ks+K(2), 

- “0 Km t+ ROm)} (7.4) 
即 成 本 最 小 的 那 条 路 径 就 是 卫 图 7.8 

定义 7.9 在 决策 图 DD=(V,E》 中 结 点 vi; 的 最 优 路 径 的 总 成 本 , 称 为 结 点 5; 的 成 本 ， 
记 作 Ri 

于 此 ， 我 们 得 出 求 决策 图 最 优 路 径 的 算法 如 下 

1。 令 得 胜 级 的 每 一 结 点 的 成 本 为 零 ， 即 

及:= 0，1<H<wo 4 为 得 胜 级 的 结 点 数 


ty 


BOD? 


ithe 


。 ge 3 一 

。 在 Vi 级 中 按 公式 (7.4) 计算 各 结 点 的 成 本 及 最 优 路 径 。 
» etl 

， 如 it 一 0， 停止， 否则 转 步 骤 C3 》 

例 7.6 求 出 图 7.9 的 决策 图 的 最 优 路 径 。 


2 
3 
4 
5 


图 7.9 


1。 各 得 胜 结 点 的 成 本 都 标 回 ， 并 由 此 得 出 第 4 级 各 结 点 的 成 本 及 最 优 路 径 《〈 非 最 优 
路 径 不 画 出 ) 得 图 7.10( a) 


图 7.10 
2. 由 式 《7.4) 计算 Ts 级 各 结 点 成 本 如 下 
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Ky=min{2+1,3+2}= 3 
Ky =min{1+1,3+1}= 4 
Ks=min{l+1,5+2,2+1}= 2 
Ku=min{4+2,3+2}= 5 
Ks—min{4+2,5+1}=6 
将 各 结 点 成 本 标 在 图 上 ， 保 留 最 优 路 径 得 到 图 (b) 


3， 防 级 各 结 点 成 本 计算 如 下 ， 
Kui=min{i1+3,2-+2}=4 
Kz=min{2 +3,3+4,475}= 5 
Kzs—min{l + 2,5+5,2+6}=3 
将 各 结 点 的 成 本 标 在 图 上 ， 保 留 最 优 路 从 ， 得 到 图 (c) 


to 


4， 计 算 初 始 级 结 点 成 本 
Kumin{2+4,3+5,1+3) 二 4 
得 到 图 《4 》 wal 


1 AO! 
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在 保留 结 点 的 最 优 路 径 情况 下 ， 初 始 结 点 的 可 解 路 径 〈 可 能 不 止 一 条 ) 就 是 图 的 最 优 
路 径 。 如 图 (d )， 决 策 图 的 最 优 路 径 为 
一 一 Di v2, V3 V0 3 Vs1 


其 总 成 本 为 4 


$7.4 关键 路 径 


一 、 工 程 的 统筹 规划 


图 论 在 运筹 学 中 的 应 用 是 很 广泛 的 ， 其 中 之 一 就 是 对 一 项 巨大 而 复杂 的 工程 项 目的 计 
划 安 排 ， 统 筹 规划 ， 常 称 为 统筹 法 或 关键 路 径 法 ， 用 以 描述 的 图 也 叫 评审 图 ‘PERT 图) 
或 统筹 网 络 。 

统筹 网 络 是 由 一 个 无 回路 、 无 平行 边 和 自 环 的 有 限 带 权 有 向 图 构成 。 如 图 7.11 所 示 。 

图 中 仪 有 一 个 引入 次 数 为 0 的 结 点 
， 称 为 始点 ， 仪 有 一 个 引出 次 数 为 0 的 
结 点 om， 称 为 收 点 ， 图 的 每 一 条 弧 表 示 一 
项 活动 《或 程序 、 工 序 、 任 务 等 ) 它 所 带 
的 权 表 示 完 成 这 项 活动 须要 的 时 间 ， 如 权 
值 为 0 则 表示 完成 该 项 活动 所 须要 的 时 间 
可 以 忽略 不 讨 ， 每 一 结 点 称 为 一 个 素 件 ， 
表示 时 间 的 瞬 态 。 终 止 于 这 一 结 点 的 弧 表示 对 应 于 这 条 弧 所 表示 的 活动 到 此 藤 间 结束 ， 起 
始 于 这 一 结 点 的 弧 表 示 对 应 这 条 弧 的 活动 从 此 瞬间 开始 ， 始 点 表示 整个 工程 的 开始 ， 收 点 
表示 整个 工程 的 完成 。 

张 的 邻接 关系 表示 各 项 活动 的 依赖 关系 ， 即 必须 终止 于 结 点 的 所 有 活动 ( 结 点 的 引入 
弧 ) 都 完成 以 后 ， 由 该 结 点 引出 的 应 动 〈 结 虚 的 引出 弧 ) 方 能 开始 。 例 如 图 中 工序 人 ov 
5 完成 之 后 ， 工 序 (v2，v3》 和 《zyps) 即 可 开始 ， 而 工序 (vs，w4) 能 够 开始 之 前， 工序 人 v1， 
rs) 和，vs) 必须 都 要 完成 。 

对 于 统筹 网 络 ， 主 要 研究 的 问题 为 : 

(1) 完成 整个 工程 至 少 需要 的 时 间 
(2 ) 哪些 工序 活动、 任务 } 是 影响 整个 工程 能 否 按期 完成 的 关键 


图 7.11 


二 、 最 早 完成 时 间 

定义 7.10 设 P 古 始点 v4 到 事件 v; 的 任意 一 条 路 径 ，ipbv;) 是 从 沿 着 路 径 P 到 达 5%j 所 
需 的 时 间 ， 则 称 #4v3) 的 最 大 值 为 事件 w 的 最 早 完成 时 间 ， 记 作 TE(op)， 即 

TE(v;) =max{ip (01)}, j¥1 

以 图 7.11 为 例 ， 工 序 从 始点 v1 开始， 同时 进行 三 道 工序 ， 即 好 ，t) ， (oma) 与 (v1， 
%)， 完 成 工序 tw， v2 需要 1 个 单位 时 间 ， 比 方 说 1 个 月 ， 用 于 名 到 wv 只 有 一 条 路径， 
因而 m 的 最 早 完成 时 间 为 1 个 月 。 这 一 事件 结束 ， 接 着 下 面 两 道 工序 (oze) 和 twz，v5) 开 
始 ， 工 序 ,vs 的 完成 时 间 是 1 个 月 ， 所 以 从 工程 开工 (v1》 算 起 到 完成 工序 (vo,vs) ， 需 
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村 的 时 间 是 I+I= 2 个 月 ， 而 工序 osyas) 的 完成 时 间 是 3 个 月 ， 只 有 工序 os) 和 人 
zs) 都 完成 了 ， 事 件 mm 才 算 结 束 ， 所 以 事件 0 的 最 早 完成 时 间 必 须 是 3 个 月 , 不 能 比 它 少 ， 
否则 工序 wv,vs) 还 未 完成 ， 下 面 的 工序 不 能 开始 ， 这 就 是 事件 最 早 完 成 时 间 的 竹 意 ， 也 是 
在 到 vj 的 诸多 路 径 P 中 取 io(v;) 最 大 值 的 原 肉 。 

由 此 可 知 ， 一 个 事件 的 最 早 完成 时 间 ， 是 指 完成 这 一 事件 最 少 需 要 的 时 间 ， 不 能 比 它 
再 少 ， 否 则 这 一 事件 将 不 能 完成 。 

显然 ， 始 点 w 的 最 早 完成 时 间 为 0 ， 即 TE(o) 一 0 ， 而 收 点 mw 的 基 早 完成 时 间 TE(w,} 
妈 是 整个 工程 的 最 早 完成 时 间 ， 或 工程 的 计划 完成 时 间 ， 求 出 这 个 时 间 ， 我 们 对 工程 的 统 
筹 规划 就 能 做 到 心里 有 数 。 

怎样 计算 工程 的 最 早 完成 时 间 电 ? 从 上 省 的 分 析 我 们 可 以 看 到 ， 求 一 个 事件 vi 的 基 
早 完成 时 间 应 从 前 面 开始 。 


如 图 7.12， 设 终止 于 ?的 绝 共 有 此 条 ，, 它们 的 始点 分 别 
记 为 mpee 这 些 点 的 最 旱 完成 时 间 分 别 记 为 了 FE (o)， 


Et 


oe 了 TE(wz),…,TE(wx)， 每 条 呈 所 带 的 权 记 作 (wy 27)，w (vs， 
“ 好) ,ewbvrs97)， 则 v 的 最 时 完成 时 间 可 按 下 式 计算 
” TE(v) =max{TE(v) +w(vi,v7)} {7.5) 
™ (Vind; EE 
图 7.12 


这 个 公式 告诉 我 们 ， 计 算 事 件 的 最 早 完成 时 间 应 从 始点 
开始 ， 顺 着 弧 的 方向 斯 序 求 出 。 
例 7.7 求 出 图 7.11 中 各 结 点 的 最 早 完 成 时 间 。 
解 ， 从 始点 开始 ， 有 
TE(v)=0 
TE(w) =max{TE(Y) + wv 0)} =—max{0+1}=1 
TE(v) =max{TE(v) + wo v3), TE(V) +w(0,03)} 
=max{0+3,1+1}=3 
TE(vw) =max{TE(W) + wy 0), TE(v3) + ws,00)} 
=max{0 +5,3+1}=5 
TE(v ) =max{TE(y) 十 四 (aa5)， 了 五 (四 ) + wy, 0s)} 
max{1i+2,5+1}=6 
TE(vye) =max{TE(V) + wpa ve), TECV) + wp v0) TE)vs) 
+w{ps, 00)} 
=max{3+2,5+2,6+2}=8 


三 、 最 晚 完成 时 间 
定义 7,11 在 收 点 ww 的 最 早 完成 时 间 不 增加 的 前 提 下 ， 人 允许 从 始点 w 最 晚 到 达 w 的 
时 间 ， 称 为 v; 的 最 晚 完成 时 间 ， 记 作 TLCv;) 
从 定义 可 知 对 始点 op 和 收 点 w， 都 有 
了 TZ(oy=TE(o) 一 0 
TI(9) =TE(y,) 
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设 情 是 从 vi 到 驳 点 ov 的 任意 一 条 路 径 ，ip 《vj》 是 从 v; 沿 路 径 忆 到 达 欢 点 v4 的 
间 ， 为 了 保证 整个 工程 的 计划 完成 时 间 不 受 拖延 ， 确 定 的 最 晚 完 成 时 间 必 须 考虑 从 
收 点 w 的 各 条 路 径 《〈 即 各 道 工 序 ) 完成 时 间 的 最 大 值 。 仍 以 图 7.11 为 例 ， 我 们 考查 结 
?6， 它 到 收 点 w 有 两 条 路 径 ， 一 条 是 zi 一 os-*ze， 完 成 这 条 路 径 上 的 各 道 工序 总 的 时 间 
要 ?个 月 。 另 一 条 路 径 是 ws 一 we， 完 成 这 条 路 径 上 的 工序 需要 2 个 月 ， 而 整个 工程 计划 
成 时 间 是 8 个 月 ， 如 果 只 考虑 后 一 条 路 径 ，w 的 完成 时 间 可 以 是 6 个 月 这 样 加 土工 
《v4,96) 的 时 间 2 个 月 ， 总 计 8 个 月 ， 没 有 超过 工程 的 计划 完成 时 间 。 但 是 从 前 一 条 路 名 
考虑 ， 显 然 就 不 行 了 ， 和 如 果 v6 个 月 完成 ， 再 加 上 工序 osyos) 和 (2s,v6) 共 需 3 个 月 ， 则 
程 要 9 个 月 才能 完成 ， 超 过 了 工程 的 计划 完成 时 间 ， 可 见 为 了 保证 工程 如 期 完成 ，w 的 
成 时 间 最 迟 不 得 超过 8 一 3= 5 个 月 ， 这 就 是 结 点 最 路 完成 时 间 的 活 意 。 

由 此 可 知 ， 结 点 v; 的 最 路 完成 时 间 ， 是 由 v; 到 收 点 w 的 各 条 路 径 中 最 大 活动 时 间 
决定 的 ， 它 们 有 如 下 关系 


洲 翰 


漆 口 党 导出 屠 


EE 


TIL(v) =TE(Y,) —max{t, (vi)} 
直接 应 用 上 式 计算 各 结 点 的 最 晚 完 成 时 间 是 很 麻烦 的 ， 但 是 上 式 给 了 我 们 一 个 启东， 
即 计 算 结 点 的 最 晚 完成 时 间 ， 应 从 收 点 开始 ， 由 后 往 前 地 逐 点 计算 。 
如 图 7.13， 设 从 结 点 vi 引出 的 弧 共 有 名 系 ， 即 (0;，5)， 人 pe ye (ojyg0， 它 们 分 
别 终 止 于 结 点 mpzy ,vx 上 ， 用 (v3501)，ww(0;s02) ,rs 名 (vj9D4) 分 别 表示 各 条 统 上 的 权 ， 


各 终止 结 点 上 的 最 晚 完 成 时 间 记 作 TL(v;) nn 
则 5; 的 最 晚 完 成 时 间 TL(v;) 可 按 下 式 求 国 
出 
TL(v) =min{TL(0) — wr;,v)} “ 。 
tis) EE (7.6) So, 
例 7.8 求 出 图 7.11 中 各 结 点 的 最 晚 
完成 时 间 。 网 和 
解 ， 从 收 点 ve 开始， 有 


TL(ve) = 了 已 (us) 一 8 

了 之 (o6) =min{TL(y) —w vv)} = min{8—2}= 6 

TL(v) =min{TL(ve) —w va ve), TL(Ovs) —w (yys)} 
=min{8—2,6—1}=5 

TL(03) =min{TL(ye) —w (vss00), TLOYD) —w vssve)} 
=min{8—2,5—1}= 4 

TI(v) =ming{TL(s)—w (yy) TL(vs) —w raya)} 
=min{6—2,4—1}=3 

TL(W) =min{TL() wv,00), TLOG) —w(vs vs) TL(OVs) —w(y, sv:) 
min{5—5,4—3,3—1}=0=7TE(v) 


四 、 缓 冲 时 间 和 关键 路 径 


定义 7.12 事件 w 的 最 晚 完成 时 间 与 最 早 完成 时 间 之 差 ， 称 为 wy 的 钥 冲 时 间 ， 记 作 
红 p7)， 即 
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下 由) =TL(9) TE(Y) (7.7》 
多 的 缓冲 时 间 ， 表 示 事 件 " 可 以 拖延 时 间 红 2) 完成 而 不 致 影响 整个 工程 的 计 划 完 成 时 
间 。 
如 图 7.11， 各 结 点 的 钥 冲 时 间 为 ， 
tu)=0 
tw) 一 了 ZL(ps) 一 了 FE(za) 一 3 一 1 一 2 
ty) =TL vs) 一 TE(oa) 一 4 一 3 一 1 
ty) 一 了 (pa) 一 了 FE(od) 一 5 一 5 一 0 
Ei(w)=TL(y) — TE)=6—6=0 
Hive} =TL(ve) 一 7 下 (os) 一 人 
定义 7.13 从 始点 vi 到 收 点 w 的 路 径 P,， 如 果 满 足 ， 
(1) Be 上 的 所 有 结 点 or*， 都 有 7Z(wz) =TE(v;) 
(2) Ps 上 的 所 有 弧 tv;,v;) ， 都 有 wvi,97) 三 TE (wv;) 一 TE(o) 


旭 称 P, 为 评审 图 的 关键 路 径 。 
我 们 把 结 点 v; 的 最 早 完成 时 间 和 最 晚 完 成 时 间 以 CTE(;) ,TLCv;)) 的 形式 标 在 结 点 
fl 2 61 上 ， 图 7.11 可 以 面 成 图 7.14 
从 图 中 即 可 得 到 关键 路 径 为 (图 中 粗 
6 8] 线 所 示 ) 


P,= VY Ye 
pa CS, 35] 由 关键 路 径 的 定义 可 知 ， 
(1) 关键 路 径 上 各 道 工序 完成 时 间 
的 总 和 ， 即 为 整个 工程 的 计划 完成 时 间 。 
《2 ) 关键 路 径 上 的 任何 一 道 工 序 ， 如 果 延 误 了 完成 时 间 ， 整 个 工程 的 计划 完成 时 间 
也 将 推迟 。 反 之 ， 如 果 这 些 工 序 能 提前 完成 ， 旭 工程 的 计划 完成 时 间 也 可 提前 。 所 以 关键 
路 径 上 的 各 道 工序 对 工程 的 按期 完成 与 否 至 关 重要 ， 应 作为 工程 的 重点 项 目 给 予 充分 注意 
和 保证 。 
《3 ) 如 果 把 备 条 弧 的 权 看 作 长 度 ， 则 关键 路 径 是 图 中 长 度 最 长 的 一 条 路 径 。 
(4 ) 在 复杂 的 工程 中 ， 评 审 图 的 关键 路 径 可 以 不 止 一 条 。 


图 7.14 


习题 与 思考 是 


1。 求 图 7.15 中 结 点 4 至 其 余 结 点 的 最 短路 径 及 距离 。 
2. 求 图 7.16 中 结 点 4 至 其 余 各 点 的 最 短路 径 及 距离 。 
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3， 其 公司 在 六 个 城市 CCa Ce 中 都 有 分 公司 ， 从 C; 到 Cy 的 直接 航班 票 价 由 下 述 
知 阵 的 第 (i,7) 元 素 给 出 (2c 表 示 无 直接 航班 ), 读 公司 想 算出 一 张 任意 两 个 城市 之 间 的 最 
说 航 价 路 线 表 ， 试 作出 这 样 的 表 来 。 
0 50 cs 40 25 "| 
50 0 13 20 oo 2 
cs 15 0 10 
40 20 10 0 10 25 
25 2 20 10 0 55 
10 25 sc 25 55 0 
4， 试 举例 说 明 当 檬 权 有 向 图 如 果 有 某 些 弓 的 权 为 负 值 时 ， 应 用 得 克 斯 特 拉 最 短路 算 
5。 当 带 权 有 向 图 存在 红 权 为 负 值 时 ， 试 设计 一 个 求 最 短路 的 算法 。 
6. 对 各 结 点 任意 编号 是 否 影响 弗 洛 伊 得 算法 的 效率 ? 
7. 试用 答 阵 圭 的 算法 ， 求 图 7.17 中 任意 两 结 点 的 距离 及 最 短路 径 。 
8 
9 


Oo 


3 


， 试 用 弗 洛 作 得 算 社 求 图 7.17 中 任意 两 点 之 间 的 距离 及 最 短路 径 。 
， 炼 油 厂 各 个 油 镶 之 间 的 运费 率 如 下 
油 崩 | 4 B CC DD 


4 | 0.00 0.13 0.14 0.15 
3| 0.08 0.00 0.13 0.08 
C 1 0.17 0.12 0.00 0.18 
万 | 0.10 0.08 0.13 0.00 图 7.17 


从 油 能 C 将 油 运 到 油 镶 成 ， 求 最 佳 运 输 路 线 。 如 果 这 条 路 线 遭 到 破坏 ， 试 求 - -次 佳 的 
运输 路 线 。 

10， 某 旅店 经 理 须 安排 好 下 个 月 结婚 房间 的 预订 。 他 已 收 到 许多 预订 要 求 ， 到 达 和 离 
去 日 期 各 不 相同 。 族 店 对 各 种 预订 可 得 到 不 同 的 收入 ， 这 是 因为 对 学 生 、 亡 员 、 航 空 公司 
入 员 等 等 规定 了 不 同 的 用 费 。 怎 样 用 得 克 斯 特 拉 算 法 求 出 结婚 房间 的 最 佳 预 订 计 划 ， 使 旅 
店 可 以 获得 最 大 利润 。 

《提示 : 用 连结 到 达 日 期 和 离 去 日 期 的 一 条 弛 表 示 每 一 个 预订 要 求 ， 最 终 得 到 的 图 将 
不 包含 回路 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 应 用 一 种 经 修改 的 得 克 斯 特 拉 算 法 

11。 如 果 带 公有 向 图 某 些 惑 的 权 值 为 负 但 没有 负 加 路， 证 明 利 洛 伊 得 的 最 短路 算法 份 
然 是 正确 的 。 如 果 出 现 负 回路 ， 情 况 会 发 生 什么 变化 ? 

12、 图 7.18 给 出 了 一 个 决策 图 ， 试 求 其 最 优 路 径 。 

13。 图 7.19 给 出 了 ~ 个 译 审 图 ， 试 求 出 各 结 点 的 最 早 完成 时 间 、 最 晚 完 成 时 间 和 缓冲 
时 间 ， 完 成 计划 的 最 短 时 间 及 关 刍 路 径 。 

14、 五 项 任务 4，B，C， 帮 和 E 构 成 某 工程 ， 它 们 之 闻 的 关系 为 ，B 和 在 4 完工 之 后 
才能 开工 ，E 和 DD 在 C 完 工 之 后 才能 开工 ， 试 综 出 符合 上 述 要 求 的 任务 网 络 。 

15。. 某 公司 已 决定 引进 一 赛 新 的 、 更 为 有 效 的 计算 机 系统 。 这 样 就 不 仅 有 新 系统 的 安 
装 阶段 ， 还 将 有 有 系统 的 拆除 阶段 ， 所 有 这 些 都 必须 完成 ， 在 任何 时 候 至 少 要 有 一 套 系统 
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图 7.18 图 7.19 
在 运转 。 而 且 忆 存 人 的 程序 必须 转换 成 新 系统 的 语言 ， 人 员 必 须 受 到 培训 以 便 能 操作 新 系 
统 
试 构造 一 个 详细 的 统筹 网 络 ， 以 便 将 这 一 过 程 圾 示 出 来 。 
16， 对 于 图 7.20 所 示 的 统筹 网 络 ， 和 如 时 活动 wa,v) 的 时 间 改 为 5 ， 对 原 计划 的 各 项 结 
果 有 无 影响 ? 这 项 活动 的 时 间 可 以 增加 多 少 而 不 致 改变 整个 工程 的 最 早 完成 时 间 。 


图 7,20 


17。 设 w(vis9) 表 示 活 动 (vi,v) 的 完成 时 间 ，TLCv7) 为 v: 的 最 晚 完 成 时 间 ，TE(v;) 为 
mi 的 最 早 完 成 时 间 ， 称 


t=TE(v) TI) — wv Vs) 
为 活动 to,o? 的 独立 浮动 时 间 。 
试 解释 #; 的 洱 义 并 举例 说 明 。 
18、 试 解释 ， 如 果 活 动 (v1,9 的 独立 浮动 时 间 姑 为 负 值 将 对 工程 筹划 有 何 影响 。 
19。 构造 一 个 统筹 网 络 ， 在 网 络 中 有 一 项 活动 有 具有 负 值 的 独立 浮动 。 对 这 个 信 加 以 
解释 。 
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第 八 章 回路 问题 


在 第 二 章 的 最 末 一 节 中 ， 我 们 曾 讨 论 了 图 的 个 历 。 这 一 章 我 们 将 从 另 一 个 角 谋 研究 图 
的 意 历 问题 ， 即 不 重复 地 连续 遍历 图 的 所 有 边 或 结 点 ， 由 此 引出 两 种 特殊 形式 的 图 一 一 丈 
图 和 五 图 。 它 不 仅 是 图 论 最 早出 现 的 问题 ， 对 图 论 的 发 展 也 起 着 很 大 的 推动 作用 。 


$8.1 图 和 及 图 


人 们 常 把 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 作为 图 论 创立 的 始 源 。 

加 尼斯 堡 《KOnisberg)，18 世纪 是 东 普 鲁 士 的 一 座 城 市 ， 在 那里 有 一 条 名 叫 普 雷 格 
尔 〈Pregel)》 河 穿 过 该 城 ， 河 中 有 了 两 个 小 岛 ， 河 的 两 岸 和 两 个 岛 由 七 座 桥 彼此 连通 ， 如 图 
8.I(a) 所 示 。 

当时 人 们 次 出 一 个 问题 ， 是 否 存在 一 条 闭合 路 径 ， 能 够 从 某 一 地 点 出 发 ， 通 过 每 府 桥 
一 次 卫 仅 一 次 最 后 回 到 原 地 。 

1736 年 ， 欧 拉 (L. Euler) 发 表 了 图 论 的 第 一 篇 论文 :“ 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 ”， 确 定 了 
这 个 问题 是 没有 解 的 ， 即 无 法 实现 从 某 一 地 虑 出 发 ， 经 过 每 座 桥 一 次 且 仅 -- 次 而 能 够 回 到 
原 地 。 为 了 证 明 这 个 结论 ， 欧 拉 用 4 ,B,C , 吃 四 个 结 点 表示 陆地 〔 河 两 岸 及 两 个 小 岛 ) 用 
了 于 点 之 间 的 连 线 内 示 跨 接 两 地 的 桥 ,于 是 得 到 一 个 表示 七 桥 问题 的 无 向 图 如 图 8.1(b) 所 示 ， 
七 桥 问题 就 成 为 这 样 一 个 图 论 问题 ， 从 任 一 结 点 出 发 ， 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 加 
到 康 点 。 欧 拉 指 出 要 实现 上 述 要 求 ， 只 有 图 的 每 个 结 点 都 与 偶数 条 边关 联 才 有 可 能 。. 上 面 
的 图 不 有 各 这 个 条 件 ， 因 而 是 不 能 实现 的 。 

定义 8.1 一 个 不 含 孤 虚 的 无 向 图 G = (六 ,五 )， 如 果 存 在 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 -次 
的 回路 ， 则 称 此 回路 为 欧 拉 回 路 。 

如 图 8.2 的 (a) 图 存在 欧 拉 加 路， 而 (b) 图 则 不 存在 欧 拉 回 路。 


C= 


图 8,1 图 8.2 


必须 把 欧 拉 回路 与 基本 回路 或 简单 回路 的 帮 念 区 别 开 来 。 基 本 回路 或 简单 
形成 回路 的 边 提 出 要 求 〈 边 不 重复 ) 并 未 要 求 必须 通过 图 的 所 有 的 边 。 而 欧 拉 
要 求 的 ， 从 这 一 角度 米 看 ， 欧 拉 回 路 是 通过 图 的 所 有 过 的 简单 回路 。 

判断 一 个 图 是 否 具有 了 欧 拉 回路 ， 一 个 简单 有 效 的 方法 ， 就 是 前 面 提 到 的 欧 拉 所 给 出 的 
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加 


路 只 是 对 
路 对 此 是 


a 


日 


论证 ， 即 下 面 的 定理 。 


定理 8.1 一 个 连通 无 问 图 G = (VF,E) 具有 了 欧 拉 车 路 的 充 要 条 件 是 它 的 每 一 个 结 点 


的 次 数 均 为 偶数 。 


证 ， 必 要 性 ， 设 CG 具有 欧 掠 四 路 ， 用 C 表示 这 个 回路 ， 故 G 的 所 有 结 点 都 在 这 个 问 路 
二， 对 任 一 绪 虚 wEF, 回路 C 至 少 穿 过 它 一 次 ，“《〈 到 达 该 结 点 和 离开 该 结 点 称 为 穿 过 结 点 


一 次 ) 容 则 这 个 结 点 将 是 孤 点 ， 与 题 设 矛盾 ， 而 每 穿 过 结 点 一 次 都 将 使 结 点 
2 ， 因 边 是 不 重复 的 ， 故 结 点 的 次 数 一 定 是 2 的 整数 倍 ， 即 为 偶数 。 
充分 性 。 设 图 G 的 每 一 结 点 次 数 均 为 偶数 。 出 可 能 有 以 下 两 种 情况 。 


的 次 数 增 加 


《了 7 图 的 每 " ' 结 点 次 数 都 是 最 小 的 偶数 2 ， 由 于 图 是 连通 的 ， 因 而 只 能 有 个 问 


路 ， 即 图 是 一 个 多 边 形 ， 显 然 这 个 回路 就 蕊 欧 拉 回 路 。 


2) 图 的 某 些 结 点 (或 者 所 有 结 点 ) 的 次 数 是 大 丁 2 的 偶数 ， 不 妨 用 图 8.3(a) 米 搞 
述 ， 则 图 至 少 有 一 个 基本 回路 ， 例 如 图 中 的 好 ez, 用 C, 表示 这 个 基本 回路 , 从 图 如 中 去 掉 
基本 回路 C1, 得 到 子 图 Cu 如 图 (b) 所 示 ， 则 i 各 结 点 的 次 数 仿 然 都 是 侦 数 ， 如 果 G1 已 


加 


是 一 个 基本 


路 《〈 即 每 个 结 点 的 次 数 都 是 2 )， 则 命题 得 证 。 这 是 因为 图 是 连通 的 ，C. 与 


Gi 必然 有 公共 结 点 《但 无 公共 边 )， 从 这 个 公共 结 点 出 发 弹 行 C, 一 图 再 缆 行 C: 一 图 即 可 


器 到 原点 ， 显 然 这 样 绕 行经 过 了 所 有 的 边 一 次 而 不 重复 ， 因 而 是 欧 拉 回 路 。 


如 果 G1 还 不 是 基本 回路 ， 即 仍 存在 次 数 大 于 2 的 偶 次 结 点 ， 则 G; 至 少 含有 一 个 基本 
回路， 例如 图 (Bb) 中 的 etcde, 用 C: 表示 ， 从 Gi 中 删 去 Cz, 得 到 图 G2, 如 图 (0) 所 示 。 如 时 


G4 仍 不 是 基本 回路 ， 则 必 含 有 一 个 基本 回路 C;， 又 可 仿照 上 述 操作 从 G: 中 删 去 Ca 如 此 
继续 下 去 ， 由 于 图 的 有 限 性 ， 最 后 得 到 的 于 图 Gs, 它 的 结 点 次 数 均 为 2 ， 即 是 ~- 个 基本 回 


路 Cm。 I 


上 面 得 到 的 这 些 基本 回路 C1, Cz, …, Cm, 它们 没有 公共 边 ， 但 至 少 有 一 


公共 点 , 因此 


可 以 把 这 些 回路 在 公共 点 处 连接 起 来 而 构成 通过 G 的 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 ， 即 欧 拉 


回路 。 


这 一 定理 检查 图 8.2 的 两 个 图 ， 很 容易 判定 (a? 图 存在 欧 拉 回路 而 (b) 


则 不 然 。 


定义 8.2 若 无 向 图 G 的 每 个 结 点 次 数 均 为 偶数 ， 则 称 G 为 欧 拉 图 ， 简 称 五 图 。 
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由 定理 8.1 可 知 具 有 欧 拉 回路 的 图 一 定 是 欧 拉 图 。 但 是 由 于 定义 8.2 并 未 规定 连通 性 
的 条 件 ， 所 以 欧 控 图 可 以 不 是 连通 图 ， 如 图 8.4 所 示 就 是 一 个 非 连通 五 图 。 

多 数 情况 下 ， 我 们 感 兴趣 的 是 连通 上 图 ， 对 非 连通 上 图 ， 它 的 每 个 连通 分 支 必 然 含 欧 
拉 回 路 ， 可 以 按 连 通 忆 图 来 处 理 。 

一 个 图 不 是 图 ， 但 它 的 子 图 可 以 是 巨 图 ， 称 为 于 图 。 如 图 8.5 表示 图 G 及 它 的 两 
个 E 子 图 Gi 和 Gz。 


5 nh 5 
| | {3 e \ ) 
网 Gi 9 
图 8.4 图 8.5 
定理 8.2 车 Ci 和 Gi 是 图 G 的 E 子 图 则 G: 四 C: 也 是 6G 的 EE 子 图 。 
证 : 令 G'=G1@@Gz, 对 人 中 的 任 一 结 点 9 ， 设 6 中 与 9 关联 的 边 有 ”> 条 ， 记 作 en 
B12 Cir, 而 Gz 中 与 ?关联 的 边 有 s 条 ， 记 作 el, esz，…， ez 不 失 一 般 性 ， 设 et 一 ev 


2 一 pa et 一 en 但 eic eca et 与 strby ea ee 不 再 有 相同 的 边 , 因 
此 千 点 ?在 G' 中 的 次 数 为 


回 


deg(v)}=r+s—2¢ 

因为 C, 和 Gs 都 是 E 图 ， 故 + 和 s 都 是 偶数 ， 赚 deg(v) 必 为 偶数 ， 由 于 2 的 任意 性 , 所 以 
G!' 是 E 图 。 有 

推论 ， 设 Gii=1,2,…, 0) 是 EE 图 ， 则 G1 狼 6: 田 … 的 Go 也 是 上 图。 

例如 ， 图 8.6 的 G' 就 是 图 8.5 中 两 个 EE 图 G1 与 G4: 的 环 和 ， 可 见 G' 也 是 已 图 。 

定理 8.3 若 Pi 和 P: 是 同一 对 结 点 之 间 的 两 条 简单 路 径 ， 则 P. 甸 P 是 巨 图 。 

证 ， 设 Pi 和 了 ,是 结 点 vi; 和 vw; 之 闻 的 两 条 简单 路 径 ， 我 们 在 vi 与 v; 之 间 连 一 条 边 
。，、 显 然 P {eo} 是 图， 同型 PU {e} 也 是 已 图 ， 由 定理 8,2 的 推论 知 

CPU {eH IBCPU {eI= PDP 

也 是 五 图 。 

推论 ， 车 P:(i==1,2,.…,2 训 ) 是 同一 于 结 点 之 间 的 简单 路 径 ， 则 P,GP: 候 人 Pa 是 
五 图 

证 ; POPD"BPn= (PIEPIOPDPID, BP DP) 

由 本 定理 知 ，(P,DPs)，( 了 PP), …， (Pa 中 Po 都 是 五 图 ,又 由 定理 8.2 的 推论 


可 知 ， 它 们 的 环 和 亦 是 五 图 。 hn 
例 8.1 在 图 8.7 所 示 的 图 中 ， 结 点 w 与 ws 之 间 的 所 有 路 径 如 图 8.8 所 示 , 显然 可 得 : 
PIDP,=G, 
PsDPs= G2 
PDP=G; 


POPCP DP=6, 
其 中 G Gs, Go G4 如 图 8.9 所 示 ， 可 见 它们 都 是 EE 图 ; 而 PPBP; 则 不 是 图 它 
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图 8.7 
国 v2 02 
a ad 
/NN A, a ec b 了 
Go- 一 一 -05 
如 全 后 v3 E21 EE vl v3 
pl ps py D4 ps 
8.8 


焉 是 图 8.7 的 图 G 。 由 此 表明 两 点 之 间 的 路 径 数 目 必 须 是 偶数 ,它们 的 环 和 才 可 能 是 已 图 。 


2 了 2 v2 Vz 
i D3 0 m © bs 
6 O02 Gs G4 


图 8.9 
定义 8.3 ”一 个 不 含 孤 点 的 无 向 图 G = (FPF,，E)， 和 如 果 存 在 经 过 每 一 条 边 一 次 且 仅 一 
次 的 路 径 ， 则 称 此 路 径 为 欧 拉 路 径 。 
欧 拉 路 径 问 是 在 我 国 也 常 称 为 一 笔画 问题 ， 即 一 个 图 形 可 以 一 笔画 出 ， 例 如 图 8,10 中 
的 图 ，(a) 和 (b) 图 可 以 一 笔 国 出 而 (c)，(d) 则 不 可 能 一 笔画 出 。 


Ea 
‘ay tb) 0) fd 


图 8.10 


定理 8.4 在 连通 无 向 图 G =(V,E) 中 ， 当 且 仅 当 结 点 w; 和 %。; 的 次 数 为 奇数 ， 其 余 
结 点 的 次 数 均 为 偶数 时 ，? 与 v; 之 间 才 有 一 条 欧 拉 通 路 。 


证 ， 我 们 在 图 G 的 结 点 v1 与 w 之 间 添 上 一 条 边 《vi;, %)， 于 是 图 G 成 为 图 G'。 

必要 性 : 车 G 中 从 vi; 到 vi 存在 欧 拉 通路 ， 则 在 6G 中 由 于 潍 加 边 《vi v;》 而 构成 网 拉 
路 ， 由 定理 8.1 知 G' 的 所 有 结 点 次 数 均 为 偶数 ， 去 掉 洽 加 边 《vi, wy)，G' 回 到 G, 北 时 
vr 和 vi 的 次 数 较 在 G' 中 时 少 工 面 成 为 亲 数 ， 其 余 结 点 的 次 数 不 受 影响 ， 仍 为 偶数 。 
充分 性 ， 营 G 中 除 WW 和 vi 的 次 数 为 奇数 外 其 余 结 点 均 为 偶 次 ， 则 添上 一 条 边 (> v;) 
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之 后 得 到 的 图 G' 是 钦 拉 图 ， 从 v; 出 发 经 过 所 有 的 边 一 次 且 仅 一 次 包括 边 (wr, w)) 回 到 
二 构成 欧 拉 回 路 ， 除 掉 添 加 边 (vr, v1) 后 ，G' 加 到 6G， 显然 从 姻 出 发 仍 能 经 过 所 有 的 边 
-次 且 仅 一 次 而 到 达 v;， 故 图 G 具 有 钦 拉 通路 。 i 

定义 8.4 如 果 图 G 只 有 了 商 个 结 虑 次数 为 奇数 ， 则 称 G 为 用 图 ， 并 称 两 个 再 次 结 点 为 
导 图 的 端点 。 

与 玖 图 类 似 ， 对 图 可 能 是 连通 如 ， 也 可 能 是 非 连通 图 。 具 有 欧 拉 路径 的 图 一 定 是 于 
山 ， 可 称 为 连通 图 。 

显然 ， 在 开 图 的 两 个 端点 之 间 添 上 一 条 边 ， 得 到 羽 图， 而 删除 互 图 的 任意 一 条 边 ， 将 
成 为 好 图 。 

定理 8.5 设 C 是 一 个 简单 回路 ， 书 是 一 条 简单 路 径 ， 则 C 四 忆 是 M 图 

证 ， 设 G' 一 C 幼 P, 对 G" 的 任 一 结 点 ” ， 设 C 与 ? 关联 的 边 有 * 条 、P 了 与 ?关联 的 边 
有 s 条， 不 失 一 般 仁 ， 设 其 中 有 二 条 边 是 相同 的 ， 则 " 的 次 数 为 

deg(v) =r+s—2¢ 

如 果 v 不 是 路 径 卫 的 两 个 端点 , 则 + 和 s 均 为 偶数 ,而 卫 的 两 个 端点 次 数 仍 为 奇数 , 故 G' 是 
型 图 。 如 果 " 是 一 的 端点 ， 则 ，” 是 侦 数 s 是 奇数 , 故 0 的 次 数 仍 为 奇数 , G' 也 是 M 图 。 里 

推论 ， 若 放 是 肛 图 ，E 是 EE 图， 则 DE 是 肝 图 。 

定理 8.6 若 于, 和 MM: 是 有 相同 端点 的 MM 图 ， 则 M1@M2 是 五 图 。 

证 : 在 Mi: 和 MM 的 公共 端点 之 间 增 添 一 条 边 。 ， 则 af; U {e} 和 MU {e} 都 是 五 图 ,由 
定理 8.2 的 推论 可 知 


CM U {ey ID Ma LU {0} I= MDM 
是 五 图 。 有 


8$8.2 欧 拉 图 的 寻 迹 


一 个 具有 欧 拉 回路 的 连通 无 向 图 ， 虽 然 一 定 可 以 从 图 的 任 一 结 点 出 发 ， 亡 历 每 条 边 一 
次 且 仅 一 次 而 又 加 到 不 点， 但 是 ， 如 果 遍 历 的 路 径 不 得 法 也 可 能 无 法 实现 。 如 图 8.11 所 


示 的 图 是 欧 拉 图 ， 我 们 从 4 点 出 发 ， 如 果 行 走 的 路 径 为 4 一 > . 4 
3 一 一 和， 即 经 过 边 (e, 信 (52) 和 (cy 4a)， 这 时 

必须 重复 已 走 过 的 边 才能 遍历 其 他 边 。 由 此 说 明 欧 拉 图 的 寻 / WW \ 
迹 也 存在 一 个 正确 的 走 法 即 算 共 问题 。 » ee 


定理 8.1 的 证 明 ， 实 际 上 也 提供 了 一 种 寻找 欧 拉 回 路 的 
方法 ， 即 找 出 图 的 所 有 基本 回路 ， 然 后 按 它们 的 公共 点 把 这 


些 基本 回路 连接 起 来 ， 构 成 一 个 大 回路 ， 即 是 欧 拉 回路 。 
下 面 介绍 一 个 较 好 的 算法 。 它 是 由 Fleury 提出 的 ， 算 法 不 需要 重复 地 计算 图 的 基本 


回路 ， 而 是 用 依次 访问 一 条 边 的 方法 来 构造 欧 拉 回 路 ， 算 靶 的 思路 古 这 样 的 ， 每 当 访问 一 
条 边 时 ， 鞠 要 进行 检查 ， 如 果 可 供 访 问 的 边 不 止 一 条 ， 则 应 网 一 条 不 致 玻 坏 未 访问 的 边 构 
成 的 子 图 的 连通 性 的 边 作为 访问 边 ， 即 不 要 网 择 这 个 子 图 的 割 边 作 为 访问 边 。 
例如 图 8,11， 我 们 从 5 点 出 发 依次 访问 了 边 (a, 5) 和 (8, 5) 而 到 达 < 点 ， 送 时 下 一 步 
访 占 的 边 有 三 条 可 供 选 返 ， 即 边 (c, a)，(c, 4) 和 (ce; 2)， 对 未 访问 过 的 边 构成 的 子 图 
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来 说 ，(c, a) 是 割 边 而 〈c, 4〉 和 (c, e) 则 不 是 割 边 ， 如 果 选 择 〈c, a》 为 访问 边 ， 必 然 
破坏 子 图 的 连通 性 而 使 遍历 图 失败 ， 如 果 选 择 (ce, 4) 或 〈c, e) 作为 访问 边 ， 则 访问 可 以 
连续 进行 最 终 构成 欧 拉 回 路 。 为 此 ， 算 法 给 出 了 如 下 参 变量 : 

ww 访问 的 起 始点 可 任 选 图 的 一 点 ) 

EC， 版 序 通过 的 结 点 集合 

E'， 已 通过 的 边 集 合 

CY， 当前 访问 的 结 态 

A4(v)， 结 点 2 在 子 图 (G 一 六 ) 中 的 邻接 表 

Fleury 算 洲 : 

1. ECe{rw} 

2. CVe-w 

3. E's 

4, While |A(w)|>0 do 

begin 

5. 过 [4A(CV)|>1 then 

6， 找 一 点 vE 4(CCV) 且 (CV, wv) 不 是 子 图 《(G 一 EB') 的 割 边 

7。 else 在 ACCV) 中 这 -- 结 点 记 作 v 

8. 在 4(CF) 中 有 删除， ,ACv) 中 删除 CV 

9. EE’ U{(CV, o)} 

10. CVe~ 

11. 将 CF 加 到 EC 的 表示 尾 

end 

12. 输出 EC 

算法 的 计算 量 主 要 为 执行 钱 h1e 循环 语句 ， 从 第 5 行 到 第 11 行 需要 重复 |E| 次 ,在 
执行 第 6 行 语 甸 时 ， 即 判定 访问 的 边 是 否 是 (G 一 E') 的 制 边 ， 计 算 量 为 OC(JE 一 E11), 因 
此 总 的 计算 量 是 OCLE1?) 级 。 

例 8.2 用 上 述 算 法 求 出 图 8.12 所 示 的 欧 拉 图 的 欧 拉 回路 。 

解 ， 初 始 状态 ， 

出 发 点 :也 ， 开 Ce Eomg, |Alw)|=4,1A(a)|=2,14 
(8)|=4, 1Ate))=2, {AC(d)| =4, |ACe)}=4, 4 六 1=2， 
‘A(8)13, 1A I2 

开始 ，CV cw, EC<{w} 

1) 国 i4(CWV)|=|A(w)|=4>1 

找到 点 4 且 《w,， 4) 不 是 6 一 BE’ 的 割 边 ， 于 是 

Alw)e{a, b, 6, f}—{a}={6, oe, f} 

A et{w, 0}—{w}={8} 

Eg$ Ut{w, a)}={(w, a)} 

CVea, ECe-{rw, a} 

2) 因 |4(CP)| 一 14(e)| 一 |{ 村 | 一 1， 故 羡 记 作 ，” 
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图 8,12 


A(@ {db} {6}=¢ 

Al(D et{a, ce, e w}— {a}={c, ez 

E’e{(w, oF ta, 8}={(w, a), (a, 6} 
CD ECc{w, u,b} 

因 |ACCV)|=|14(8)|>>1 

找到 点 c 且 《5,6c) 不 是 GE' 的 割 边 ， 寺 是 
AlB)et{e, 6, w}—{c}={e, w} 

Alc) tb, 本 一 地 一 人 

E’c{(w, a), (a, 8), (b, c)} 

CVeC, ECe{w,a, b,c} 

因 |4(CV)|=14(e)|=1{8}1=1， 玖 4 记 作 v 
A {Ad {a=$ 

EC) 二 fc eg h} 1{c}= {0, 8, h} 

E’c{(w, a), (a, 8), (b,c), Ce, a)} 

CVod, EC 一 [ao a,b, c,d} 

因 |[4(CW)1=14(4)|>1 

找到 点 “ 且 《〈4，e ) 不 是 6 一 E’ 的 割 边 ， 填 是 
Al(d) te, 8 h}—{e}={8, 对 

Al(e) td, b, g, ww — {ad} = {0b. 8, ww} 

E’ ct{(w, a), (a, 6), (bh, c), (Ce, 4), (a, e)} 
CVee, ECe-{w, a, b,c, d, oe} 

因 |A(CV)|=|4(e)|>1 

找到 点 3 且 (e. 及 不 是 G 一 E' 前 割 边 ， 丁 是 
Ale) {od, g, w}— {6} = {8, w} 

A(D te, w} — {e} = {w} 

E'c-{(w, a), (g, Bb), Cb, ce), (ec, d), (d, e), (0, b)} 
CVob, ECe{w, a, b,c, a, 6, 6} 

因 |ACCV)|=14(B)|=|{w}| =1， 故 名 记 作 2， 
A(B)e-{w} — {1w} = 

(De 人 e f}—1{8}={e, 六 

Ec{(w, 8), (a, b), (Bb, c), Ce, A), (d, e), (e, 60), (8, w)} 
CVow, ECe{w, a, b, ¢, d, e, 8, w} 

因 | 4(C1= [Atw)|>1 

找到 点 ce 且 (w,。) 不 是 GF' 的 制 边 ， 于 是 
Al(w) {oe, f}—{e}={f} 

Ale) {8g, w}— {vw} = {8} 

Ec{Cw, a), (a, 5), (Bb, co), Ce, a), (a, e), (e, b), (b, w), (Cw, 6)} 
CV ee, EC 二 fp ai b, Co 6, b, w, e} 

9 )》 因 14(C7)|=14(e)1= [fg}|=1， 故 8 记 作 


3 


~ 


4 


~ 


5 


~ 


6 


7 


_ 


8 


~ 
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Aley{g8}— {8g}=$ 
Alg)y te, had, A—{e}={f, d, A} 
到 二 te a), Ca. 8), (b,c), (ec, a), (d, 0), Ce, 6), (b, ww), (w, e), (e, 8)} 
CVeg, ECe-{w, 4, b, ¢, d, e, 6, w, e, 8} 
10) 因 |4(CV)|=|4(8)1>1 
找到 点 六 但 (e, f) 是 G 一 E' 的 制 边 ， 故 另 找 一 点 &,(g, 4) 不 是 6G 一 EF 的 荐 
边 ， 于 是 
Al(@) {fd Rid}={f, 内 
Ala) {8, h}— {8} = {8} 
Ee-{(w, @), (a, 8), (6, c), (ec, a), (d, e), (0, b), (6, w), (w, 6), (0, 8),(8, 9)} 
CVed, EC 一 fi a, b, ¢, d, ¢, b, w, 6, 8, a} 
11) 因 |4CCV)1=14(4)|={8}|=1， 故 加 记 作 v 
AC(D) {A}—{h} = 
A(Wet{d, 8} —{a}={g} 
E’‘e{(w, a), (a, 8), (8, 0), (ce, d), (de),(e,b), Cb,w), (we), (2,8), (808)...9.7)} 
CVeh, ECe-{w, a, b, c, d, ¢, 8, ww, ¢, 8, a, h} 
12) 因 |4(CV)|=|4(2)|=|{8}1=1、 故 #8 记 作 v 
A {8g} —{8}=$ 
A 及 一 {和 一 {让 
Ee{(w,a), (4.8), (8c) (0d). Cd,e), (eb), (Bb,w), Cw,e), (eg), (80), (dh), (hg)} 
CVeg, RCe{w, a, b, ¢, d, 6, b, w, 6, g, d, h, g} 
13) 因 1CP) = ,14(g)|=1{ 了 fi 一 1， 故 f 记 作 v 
A {f= 
A tg, w} —18} = {0} 
Ec{(w,a),(@.B), (8,c), (Cc.d),(d,0) ,0,0) ,Bw), (Ww0), C08), (gd), (sh), (hg), 
(g, PD} 
CVef, ECe{re, 4, b,c, d, 0, b, w, 0, 8, d, h, g, f} 
因 |4(C)|=|14( 记 |=1{w}| 二 1， 故 史记 作 2 
A(D {vw} 一 { 一 机 
Alw)o{f}—{f}=% 
将 tf 4), (a, b), (b, ec), (ec, Ad), (d, e), (e, b), (8, 1w), (iw, 6), (es 8), (9), 
(qd, hb), (h, g), (g, 1), Cf w)} 
CVew, ECe{w, a, b, ci d, e, 6, w, 6 8, d, h, &, Sw} 
15) 因 14(w) | =0， 计 算 结束 ， 输 出 EC 
对 Fleury 算法 的 正确 人 性， 证 明 如 下 ， 
首先 算 半 是 行 得 通 的 ， 因 为 在 初始 状态 下 ， 算 法 的 第 4 行 |4(z)1>0 是 存在 的 ， 同 时 
算法 的 第 5 行 14(CF)|1>1 也 是 存在 的 。 开 始 之 后 | 4(CV) ! 有 两 种 可 能 : 
《1) 1i4(CV)|=1， 意 味 着 与 访问 点 CV 关联 的 边 只 有 一 条 ， 即 可 执行 算 东 第 7 行 
《2) |4(C7)|>1 由 于 CF 是 访问 点 ， 它 在 G 一 E' 中 的 次 数 必 为 奇数 。 这 时 执行 
。210 。 
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算法 第 6 行 ， 要 求 找 一 个 不 是 G 一 E' 割 边 的 邻接 点 ， 下 面 证 明 ， 当 |4(CV) |>1 时 ， 与 诸 
问 点 CV 关联 的 边 最 多 有 一 条 是 G 一 E' 的 割 边 ， 其 余 都 是 回路 边 ， 因 此 找 一 条 不 是 制 边 而 
是 回路 边 是 完全 可 能 的 ， 而 去 掉 回路 边 不 影响 图 的 连通 性 ， 所 议 算法 可 以 继续 下 去 直到 访 
问 完 所 有 的 边 为 目 。 

下 面 证 明 当 14CCV)|>1 时 ， 与 CV 关联 的 边 最 多 有 一 条 是 G 一 E’ 的 割 边 

用 反 证 法 ， 设 与 CV 关联 的 边 有 两 条 是 割 边 ， 如 图 8.13 所 示 ， 没 a 和 e; 都 是 割 边 , 则 
去 掉 后 ，ef 的 另 一 端点 z 与 点 CF 不 再 连通 ， 
放 CV 不 会 在 包含 w 的 连 道子 图 G: 中 , 同 理 ， 去 掉 
割 边 w 后 ，CP 与 9 的 另 一 端点 包 亦 不 连通 ， 则 
CV 也 不 会 在 包含 内 的 连 道中 子 6; 图 。 

由 子 e 6; 是 割 边 ， 各 自 不 能 形成 加 路 ， 因 此 
去 掉 61, 6; 后 ，v; 与 2; 将 不 连通 ， 所 以 Gi 与 6G; 是 
不 连通 的 ， 在 Gi 中 ， 已 是 奇 次 结 点 (v; 原 是 侦 图 8.13 
次 结 点 ， 因 去 挤 边 e 后 成 为 奇 次 结 点 )， 根 据 任 一 连 道 图 奇 次 结 点 的 数目 必 为 偶数 这 一 定 
再 ， 在 G; 中 必须 还 有 G 一 五 的 一 个 奇 次 结 点 ， 同 理 ， 在 G; 中 由 已 是 奇 次 结 点 ， 必 须 还 有 
G 一 到 :的 另 一 个 奇 次 结 点 。 

但 是 在 G 一 E’ 中 只 有 两 个 奇 次 结 点 ， 一 个 是 起 始点 ， 另 一 个 则 是 当前 访问 点 CY， 
前 面 已 证 明 CV 不 在 G; 也 不 在 G; 中 ， 而 亿 也 不 可 能 同时 在 G; 和 G; 中 ， 因 而 出 现 矛 质 ， 
因此 不 可 能 存在 两 条 割 边 ， 更 不 可 能 存在 多 于 两 条 的 制 边 。 最 多 只 有 一 条 割 边 ， 即 寻找 一 
条 非 割 边 是 完全 可 能 的 。 

在 执行 算法 第 6 行 时 需要 判断 割 边 ， 因 此 还 需要 设计 一 个 判断 割 边 的 子 程序 ， 可 以 用 
判断 图 的 连通 性 来 判断 割 边 ， 也 可 采用 别 的 算法 这 里 就 不 一 一 细 述 了 。 


加 


88.3 中国 邮 路 问题 


一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 ， 到 所 辖 街道 投递 邮 千 ， 最 后 返 问 邮局， 知 果 他 必须 走 这 所 镶 
的 每 条 街道 至 少 一 次 ， 那 么 应 如 何 选择 投递 路 线 ， 使 所 走 的 路 程 最短 ， 这 个 问题 首先 是 由 
我 国学 者 管 梅 谷 教授 于 1962 年 提出 的 ， 因 此 称 为 中 国 邮 路 问题 。 

中 国 邮 路 问题 具有 普 过 意义 ， 如 公安 执 勒 人 员 执行 巡逻 任务 、 企 业 的 巡回 检测 等 等 都 
存在 如 何 选择 最 得 近 回 路 线 的 问题 。 

如 果 把 投递 区 的 街 章 用 一 条 边 〈”*, 5) 表示 ， 街 道 的 长 度 用 边 权 w(vs, vj) 表示 ， 邮 
局 、 街 道 交叉 口 用 点 表示 ， 那 么 一 个 投递 区 构成 一 个 边 权 过 道 无 向 图 ， 邮 路 问题 用 图 论 的 
语言 来 描述 ， 就 是 在 一 个 边 权 连 通 无 向 图 中 ， 怎 样 寻 找 一 个 回路 C ， 使 得 C 经 过 每 条 边 至 
少 一 次 且 C 的 长 庭 最短 。 

因此 邮 路 问题 ， 既 是 一 个 与 欧 拉 回路 有 关 ， 而 且 也 与 最 短路 径 有 关 的 问题 。 下 面 我 们 
分 二 种 情况 进行 讨论 


一 、 最 理想 情况 下 邮 路 问题 的 解 
如 时 上 邮 路 G 一 (FV, 互 ) 是 一 个 连 道 欧 拉 图 ， 则 存在 欧 拉 回 路 ， 这 是 最 理想 情况 ， 这 时 
* 231， 


每 条 边 只 需 经 过 一 次 ， 
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路 的 长 度 
LC) = Piplvr, v0;) 
[A 
是 最 小 可 能 值 。 邮 路 的 投递 路 线 ， 世 就 是 欧 拉 回路 的 遍历 ， 上 一 节 已 介绍 了 它 的 算法。 


二 、 次 理想 情况 下 邮 路 问题 的 解 


如 果 邮 路 G 具 有 了 欧 拉 通 路 ， 即 只 有 两 个 结 点 vz 和 w 是 奇 次 结 点 ， 这 时 从 yi 出 发 可 以 经 
过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 而 到 达 v;， 从 2; 回 到 w 必须 重复 经 过 一 些 边 ， 显 然 ， 要 起 使 总 的 
投递 路 线 最 短 ， 必 须 使 重复 边 的 总 长 度 最 小 ,因而 成 为 寻找 妨 和 vj 之 间 的 最 短路 径 问 题 
这 种 情况 称 为 次 理想 情况 。 

次 理想 情况 的 算法 如 下 

1 ) 求 出 奇 次 结 点 v1 和 vi 之 间 的 最 短路 径 P。 

2) 令 G*=GUP 

3) G* 为 EE 图 ， 穿 行 G* 的 欧 拉 回 路 就 是 邮 路 投递 路 线 的 最 优 解 。 

例 8.3 图 8,14 表 示 一 邮递 路 线 图 ， 求 出 最 优 投递 路 线 。 

解 : 求 出 wv, 到 vw 的 最 短路 径 

P=vl, v4, v5, v2 v6 

忆 的 长 度 为 6， 如 图 8.15 (4 ), 将 了 加 到 G 上 ， 得 到 图 G*， 和 如 图 8.15 (63 ), 最 优 投递 路 
线 则 为 G* 的 葡 拉 回路 
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CC =U1V2035U .Vevey Ve sa 0a 
其 总 长 度 为 
L(C)= Dw =33+6=39 
(Vis v7) EE* 


8.14 图 8.18 


三 、 一 般 情况 下 邮 路 向 题 的 解 

当 邮 路 既 非 葡 拉 回路， 又 不 具有 欧 拉 通路 时 ， 即 为 一 般 情况 ， 在 这 种 情况 下 ， 必 须 重 
复 更 多 的 边 ， 但 应 重复 哪些 边 才 能 使 投递 路 线 的 总 长 最 小 呢 ? 管 梅 从 教授 提 出 了 下 面 一 个 
定理 ， 规 定 了 两 个 最 优 路 线 的 条 件 。 

定理 8.7 设 G* 是 包含 了 连 道 边 权 无 向 图 G 的 所 有 边 的 一 个 
度 的 充分 必要 条 件 是 
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路 ， 则 G* 具 有 最 小 长 


(1) 马 的 每 条 边 最 多 重复 一 次 

《2) 在 G 的 每 个 回路 上 ， 有 重复 边 的 长 度 和 ， 不 超过 回路 长 度 的 一 半 。 

证 : 必要 性 。 首 先 设 有 些 边 重复 % (% 之 2) 次 得 到 的 图 是 欧 拉 图 ， 如 图 8.16 (3) 
所 示 ， (图 中 重复 边 用 虚线 表示 ) 那么 将 重复 的 边 数 去 掉 偶数 条 《最 后 必然 只 重复 一 次 或 
零 次 ) ,重复 边 的 两 个 端点 的 次 数 仍然 是 偶数 ， 结 果 仍然 是 欧 拉 图 ， 如 图 8.16 《b》 所 示 ， 
所 以 最 优 的 情况 下 边 的 重复 不 会 多 于 一 次 。 

共 次 ， 我 们 考察 G 的 任 一 回路 ， 如 图 8.17《 a ), 如果 把 重复 的 边 都 不 重复 ， 不 重复 的 
边 都 重复 一 次 ， 则 图 (a 〉 变 成 图 《5 ), 这 样 每 个 结 点 的 次 数 都 改变 了 0 或 2， 这 种 改变 
的 结果 并 不 影响 结 点 的 偶 次 性 ， 图 仍然 保留 欧 拉 图 的 性 质 ， 如 果 〈a ) 重复 边 的 长 度 和 超 
过 回路 总 长 的 一 半 ， 则 (b ) 重复 边 的 长 度 和 必 小 于 回路 总 长 的 一 半 ， 所 以 《Pb ) 是 最 优 
的 。 


回 


图 8.16 8.17 


充分 性 ， 只 要 证 明 满 足 定理 的 两 个 条 件 的 所 有 向 路 的 长 度 均 相等 ， 即 重复 边 的 长 度 和 
相等 即 可 。 

设 G: 和 Gs 是 满足 上 述 两 个 条 件 的 回路 ，C 是 G: 与 G2 中 重复 边 的 环 和 ， 由 边 集 C 
组 成 的 网 络 的 每 个 分 支 都 是 欧 拉 问 路 ， 因 为 对 G 的 任 一 结 点 vr，G: 和 Gs 中 与 关联 的 重 
复 边 的 数目 的 奇偶 性 是 相同 的 ， 它 取决 于 ” 原来 次 数 的 奇偶 性， 如 ?” 原 为 奇 次 结 点 ， 旭 重 
复 边 的 数目 也 为 奇数 ， 谷 则 为 俩 数 ， 因 此 C 是 回路 的 边 不 相 重 的 并 集 ， 但 在 每 一 个 同 路 
上 ，Gi 和 G: 的 重复 边 长 度 痢 不 超过 回路 长 的 一 半 ， 改 只 能 相等 是 等 于 癌 路 长 的 一 半 ， 因 
而 C 在 G, 各: 中 重复 边 的 长 度 相 等 ， 于 是 G1 与 Gs 中 重复 边 的 长 度 相等 ， 即 G1 与 G; 的 
长 度 相等 。 下 

定理 的 证 明 ， 为 我 们 提供 了 一 般 情 况 下 寻求 最 优 投递 路 线 的 方法 ， 称 为 奇 借 点 作业 
法 。 

奇偶 点 作业 法 

1. 任 给 一 个 初始 方案 ， 使 网 络 各 结 点 的 次 数 均 为 偶数 ， 网 络 成 为 边 权 欧 拉 图 。 

2、 检 查 每 一 回路 重复 边 的 长 度 和 是 否 不 超过 回路 长 度 的 一 半 ， 如 是 ， 则 现行 方 案 妈 
为 最 优 解 ， 否 则 进行 下 一 步 。 

3。 调 整 重复 边 ， 即 将 回路 中 重复 的 边 改 为 不 重复 ， 不 重复 的 边 改 为 重复 ， 返 
步 。 

例 8.4 用 奇 例 点 作业 法 ， 对 图 8,18 所 示 的 网 络 ， 求 最 优 投递 路 线 

解 在 图 G 上 增添 两 条 边 《4，5),，(c，& )，, 得 到 一 个 欧 抗 图 G, 如 图 8.19 (4) 
所 示 。 
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图 8.18 图 8.19 


检查 回路 abca， 重 复 边 的 长 度 超过 回路 总 长 的 一 学 ， 调 整 重复 边 ， 欧 拉 图 C;, 变 成 欧 
拉 图 G62， 如 图 《b ) 所 示 。 

检查 回路 5cdb， 重 复 边 的 长 度 和 超过 回路 长 度 一 半 ， 调 整 重复 边 ， 得 到 欧 拉 图 Gy 
如 图 《Cc) 所 示 。 

检查 图 Gs， 不 存在 重复 边 长 度 超过 回路 长 度 一 半 的 回路 ， 因 此 Gs 即 是 最 优 解 。 

奇偶 点 作业 法 当 图 的 规模 较 大 时 ,要 检查 每 一 回路 是 相当 困难 的 ,而 县 重复 边 调 整 后 ， 
又 会 出 现 新 的 需要 检查 的 回路 ， 这 些 回路 的 出 现 并 无 一 定 的 规律 可 以 遵循 ， 如 果 调 整 一 次 
重复 边 都 要 逐一 检查 每 个 回路 ， 工 作 量 之 大 是 可 息 而 知 的 。1965 年 Edmonds 提出 了 一 个 
有 党 的 算 车， 使 中 国 邮 路 问题 得 到 了 较 好 解决 。 

算法 的 基本 思想 是 ， 利 用 奇 次 结 点 之 记 的 最 小 权 完 美 匹配 来 确定 重复 边 ， 从 而 使 得 到 
的 欧 拉 图 具有 最 优 的 投递 路 线 。 

我 们 知道 ， 要 使 一 般 图 成 为 欧 拉 图 ， 必 须 使 奇 次 结 点 成 为 偶 次 结 点 ， 因 此 须要 添加 重 
复 边 ， 奇 次 结 点 … 定 与 重复 边关 联 ， 而 奇 次 结 点 的 数 昌 一 定 是 偶数 ， 可 以 把 奇 次 结 虑 两 个 
一 对 两 个 一 对 地 分 成 若干 点 对 ， 如 果 这 些 点 对 之 间 的 路 径 长 度 总 和 为 最 小 ， 那 么 把 这 些 洛 
径 所 经 过 的 边 作 为 重复 边 加 到 原 图 上 ， 不 仅 使 图 成 为 爽 拉 图 ， 而 且 重复 边 的 总 长 也 是 最 小 
的 ， 量 然 得 到 的 这 个 图 就 是 所 求 的 最 优 解 。 而 求 点 对 之 间 的 最 短路 径 ， 实 质 上 就 是 求 最 小 
权 完 美 匹配 ， 因 此 得 到 算法 如 下 : 

1) 求 出 图 G 所 有 奇 次 结 点 之 间 的 最 短路 径 和 距离 。 

2 ) 以 G 的 所 有 奇 次 结 点 为 结 点 《 必 为 偶数 ) ,以 它们 之 问 的 虐 离 作为 结 点 之 效 的 边 的 
权 ， 得 到 一 个 凸 阶 完全 图 C1《 匡 为 奇 次 结 点 的 数 日 》 

3 ) 求 出 G ,的 最 小 权 完美 匹配 站 


4》 将 对 中 的 匹配 边 《v;，V4) 写成 全 和 ;之 
闻 量 短路 径 所 经 过 的 边 的 集合 Ei: 
8) 令 G*=GU {Ei| (wy v7) 《M4, 则 G* 是 殉 
拉 图 ， 即 是 邮 路 的 最 优 解 。 
执行 算法 的 第 一 步 ， 可 以 应 用 弗 洛 伊 得 算法 求 
出 任意 两 点 之 间 的 距离 和 最 短路 径 。 执 行 算法 的 第 
3 步 ， 可 以 用 求 最 大 权 匹 本 的 算法 求 图 C 的 最 小 权 
匹配 ， 方 法 是 构造 一 个 结 点 和 边 与 G 完 全 相同 的 图 
图 8.20 G'，G! 每 条 边 的 权 等 二 一 个 非常 大 的 数 减 去 小 
与 之 对 应 的 边 的 权 ， 则 G /的 最 大 权 匹 配对 应 于 G 的 最 小 权 匹 配 。 
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例 8.5 求 图 8.20 所 示 的 邮 路 的 最 优 解 。 

解 : 图 GG 有 4 个 夷 次 结 点 ，?1，v2，w，vs， 用 弗 洛 伊 得 算法 求 出 它们 之 间 的 距离 和 
最 短路 径 如 下 : 

以 1，v2，vs vs 为 结 点 ， 它 们 之 间 的 距离 作为 边 的 权 构 造 完全 图 Cl， 如 图 8.22(a) 
所 示 。 取 最 大 数 10 构 造 与 C, 对 应 的 图 G1 ， 如 图 〈《b ) 所 示 。 
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图 8.21 


求 G1 的 最 大 权 忠 配 ( 即 G; 的 最 小 权 匹 配 ) 得 
M={(v105), (v2904)} 
将 匹配 边 换 成 两 点 间 最 短路 径 的 边 集 
。 Ey={(v:, v8), (vey 0s) (vas V3), (v3, v4)} 
将 边 集 Es 作为 重复 边 加 到 CG 上 得 到 欧 拉 图 
G*=(V,E*)—GU Ey 
如 图 8.23 所 示 。 则 G* 即 是 邮 路 的 最 优 解 。 


§8.4 有 向 殉 拉 图 


定义 8.5 一 个 过 遂 有 向 图 一 (V ,EE)， 如 果 

51) 存在 沿 着 边 的 方向 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 路 径 ， 则 称 此 路 径 为 有 向 欧 拉 路 
径 。 

《2 ) 在 在 治 着 边 的 方向 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 ， 则 称 此 癌 路 为 有 向 欧 拉 回 
路 。 

《3 ) 具有 有 向 欧 拉 回路 的 有 向 图 ， 称 为 有 向 吹 拉 图 。 

如 图 8.24《 a ) 所 示 的 有 向 图 具有 有 向 欧 拉 路 径 ， 而 〈b 〉 所 示 的 图 则 是 一 个 有 向 欧 
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拉 图 。 
一 个 有 向 图 刀 ， 如 果 每 一 结 点 的 引入 次 数 都 与 它 的 引出 次 数 相等 ， 则 称 刀 是 平衡 的 。 
与 定理 8.1 及 定理 8.4 类 似 ， 我 们 得 到 有 向 图 的 如 下 定理 ， 定 理 的 证 明 方法 也 是 相似 
的 ， 这 里 不 再 玮 述 。 
定理 8.8 对 有 向 图 D=(V , 克 ) 
《1 》 九 是 有 疝 欧 拉 图 当 且 仅 当 忆 是 连通 症 是 平衡 的 。 了 
(2) 思 有 有 向 欧 拉 路 径 当 旦 仪 当 也 是 连通 的 且 它 的 结 点 次 数 满足 : 
1? deg* (vw) 二 deg-(2), 对 所 有 的 了 轴 1 或 如 
2° deg'(v1)=deg (v1)+1 
3° deg (wv.)=deg!(V)+1 
与 无 向 欧 拉 图 的 寻 迹 一 样 ， 守 找 丰 喘 欧 拉 图 的 芒 拉 回路 ,也 存在 -个 正确 的 走 法 问题 。 
下 面 介绍 的 有 亲 欧 拉 图 寻 人 迹 算法 ， 它 的 基本 思路 是 ， 先 构造 ~- 棵 有 向 欧 拉 图 的 生成 树 了 ， 
然后 采取 逆向 寻 迹 的 方法 获得 有 向 欧 拉 回 路 。 
如 图 8,25《a ) 表示 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 以 任 一 结 点 〈 比 如 结 点 # ) 为 根 ， 采 用 深度 优 
先 搜 索 法 (DFS 算法 ) 得 到 图 的 - - 棵 生成 树 了 了， 如 图 (Pb ) 所 示 。 于 是 有 如 下 定理 


mn 
2 | 
a 要 
wn i u 
本 oe 上 
有 
ba 53 Md De 5 
a (CD 
C0 (by) 


图 8,24 图 8.25 


定理 8.9 设 DD 是 连通 、 平 衡 的 右 向 图 ， 站 是 妃 的 一 栋 以 结 点 4% 为 根 的 生成 树 ， 则 有 
向 欧 拉 回 路 可 以 由 下 面 的 着 向 寻 迹 法 获得 

《I》 逆向 寻 迹 的 起 始 边 是 与 4 关联 的 任 一 条 边 。 

《2 ) 选取 与 当前 结 点 关联 的 逆向 边 作为 后 继 边 ， 并 且 满 足 : 

《4》 任 何 边 不 得 重复 

《8) 若 与 当前 结 点 关联 的 道 向 边 中 存在 不 属于 了 的 着 向 边 时 ， 不 得 选取 属于 了 的 逆 
向 边 。 

《3# 》 当 寻 迹 到 达 菜 一 结 点 时 ， 与 该 结 点 关联 的 边 部 已 选取 过 ， 寻 迹 过 程 结束 。 

证 ,由 于 刀 是 平衡 的 ， 按 上 述 规则 寻 迹 的 路 径 只 能 终止 
于 结 点 %, 从 面 形 成 一 条 问 路 ,假设 这 一 回路 并 未 含有 也 的 某 
一 条 边 (v1,5b,)， 那 么 由 十 轧 是 平衡 的 ， 则 一 定 存在 ~ 条 以 
好 为 末端 的 边 《vk,v;) 未 选取 过 ， 如 图 8,26 所 示 。 根 据 规则 


(2)(5)， 这 条 边 可 以 当 作为 属于 的 逆向 边 未 被 选取 ， | 
间 理 ， 必 然 存在 一 条 以 wk 为 末端 的 边 (osx) 未 被 选 取 ， i 
因 8.26 依 此 类 推 ， 我 们 将 得 到 一 条 逆向 的 路 径 回 济 到 结 点 4， 由 于 ! 


刀 是 平衡 的 ， 说 明 & 还 存在 一 条 遂 向 边 未 被 选取 ， 这 与 步 又 〈 3 》 相 矛盾 ， 因 此 这 一 回路 
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是 有 向 欧 拉 回 路 。 I 


有 向 欧 拉 图 叶 迹 算法 
1。 求 出 图 轧 = 《下 ,E) 以 结 点 4 为 根 的 生成 树 卫 ， 并 给 出 如 下 赋值 ， 和 如 边 (,27) ET 
则 令 工 (tvisvn ) 为 真 ， 否 由 为 假 。 
2。tfor 每 一 结 点 2ET go 
begin 
3. Are¢ 
4. IT(v)mO 
end 
5。for 每 一 条 边 {0i:,07 《EE do 
证 了 (人 orpo) ) then 将 页 加 到 Aw; 的 尾 端 
else 将 ww 加 到 42; 的 首 端 
6, ECeg 
7, CVe-ws 
8, While T{CV)<deg (CV) do 
begin 
9。 将 CV 加 到 EC 的 首 端 
10. I(CVYOICV) +1 
11. CV eAcr(I (CW)) 
end 
12, 输出 EC 
算法 说 明 ， 
算 靶 的 第 一 行 首先 用 DFS 算法 求 出 有 向 图 马 以 结 点 mw 《可 以 是 任意 点 ) 为 根 的 生成 
树 全 ， 并 设 恬 一 布尔 变量 了 《visw) )， 车 边 0,93) 《了 ， 其 值 为 真 ， 否 则 为 假 。4v 是 结 点 
2 的 逆向 边 邻接 结 点 表 集 ， 表 集中 结 点 排列 的 前 后 次 序 由 第 5 行 给 出 ， 以 图 8.25 为 例 ， 与 
结 点 vw 关联 的 逆向 边 为 6,20 和 (vz,00， 因 (4%,94Y 《了 ， 故 邻接 结 点 比 排 在 表 集 dv1 的 尾 
端 ， 而 人 opb 千 7， 故 邻接 结 点 ww 排 在 表 集 hw, 的 首 端 ， 于 是 得 到 4w1 一 [vw]。7(v) 为 结 
点 的 表 集 dv 中 结 点 的 序号 ， 若 了 Lv) 二 及 ， 即 表示 Av 中 从 头 数 起 第 KK 位 。 例 如 :车 To) 
三 1， 则 Av.《(I(w1)) =v2,CV 为 当前 访问 的 结 点 ，EC 为 寻 迹 产生 的 路 径 ， 最 后 得 到 的 EC 
即 为 有 向 欧 拉 回 路 。 
由 算法 可 知 ,执行 第 一 行 ,用 DFS 算法 求 有 向 图 的 生成 树 计算 量 为 Ol(max(w,| EE|))， 
对 于 有 向 欧 拉 图 ， 都 有 | EE 兰 %， 所 以 第 1 行 的 计算 量 为 0( ED 时间 ， 执 行 第 5 行 的 条 件 
语 名 时， 对 每 一 条 边 给 出 末端 点 的 邻接 表 ， 益 的 边 数 为 | EE |， 所 以 计算 量 也 是 0U ED 级 
的 。 热 行 第 2 行 语句 时 给 每 一 结 点 的 4o 和 了 (v) 赋 初 信 ， 需 要 进行 0( 4%) 次 ， 从 第 8 行 到 
第 岂 行 为 对 回路 的 等 迹 ， 执 行 这 一 循环 体 需要 的 时 间 为 0(|E|)， 因 此 总 的 计算 量 是 0 
(|EE 站 级 的 。 
例 8.6 试用 上 述 算法 求 图 8,.25 (a 》 的 欧 拉 | 
(b ) 所 示 。 


回 


路 。 设 已 求 出 图 的 一 棵 生 成 树 如 加 


加 
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解 ，1， 了 (tp ) =irwe, T(t ) = irue, 
人 (03 ) =irge, Tw)) =true, 
其 余 了 了 (io ) 一 efse (wi, ET 
2. 4 一 [gz 绝 ， dvi= Cvs 0) Av= [Cyst Av=L Vs], 
3 对 所 有 v EV ,deg (v0)=2,4$ ,1(0)0,EC$ 
4.。 CVws 因 I(w) 一 0 世 deg (4), 故 
ECe{w} 
了 (26) ol 
CC 一 4(1) 一 史 
8. 因 T(CV)=7T(w)<deg (wj 歼 
ECe{t} UEC= {v2,%} 
Ty) el 
CVeAy(1)=w 
6. 因 I(CV)=IT(vs) deg (v3), 故 
ECe{v} EC= {v0 0} 
了 (ta) ot 
CT 一 4oa(1) 一 上 5 
7， 因 TOC7) = Tow 扫 leg (2 , 故 
ECe{m} UEC= {0,0 8} 
Top) el 
CV oA)=0 
8. 因 IT(CW)=IT(w)<deg on) 改 
ECe{w} EC= {0 ,v0 V0} 
Tm)el 
CV Ag (1)=w 
3. 因 I(CV)=I(ws) 一 1 所 deg (ww), 故 
ECe{0} LEC= {vas ts D4 Vs vss 0} 
Tl) 1+1=2 
CV Av.(2)=y, 
10, 因 I(C4)=IT(w,)=1<deg (1), 改 
ECe{v} UEC= {ov vs V4 V3 V2, 0} 
Tl)~1+1=2 
CVeoAv.(2)=% 
11, 因 I(C4)=I(w) 一 1<4deg (ww), 故 
ECe{u} UEC= {4,v102 ts 049 V3 Vs 6} 
TD-1lt1=2 
CT 一 -42) 一 4 
12、 因 ZT(CV)=7(ww) 二 1 所 deg (2 ， 故 
ECe—{v UEC= {2,4 Vv 0 V4 Ys V2 6} 
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Au= [yz Ys 


I(v)1+1=2 
CV -Av 2) =vs 
13. 因 ZTCCV) = To) 一 1Sgel (v3), 故 
ECc{v3} UEC= {v.00 9 01 02901 V4 Vas V1 6} 
Tv)el+1=2 
、 CT 一 da(2) 一 条 
14. 因 I(CV) ==7(w) 一 2 人 deg"(w), 故 
ECe{w} EC= {039 04 Hs V3 029 V1 Va 039 02, H} 
IT(1W2+1=3 
. CVeAdu(3)=$ 
15。 因 I(CV) 丰 deg-(C4), 计 算 结束 ， 输 出 
EC={%, V3 V4 Uy V1 Vas U1 V49 039 V2 6} 
则 有 向 欧 拉 回 路 的 寻 迹 为 从 EC 的 首 端 依 次 访问 各 结 点 直到 末端 所 形成 的 有 向 同 路 。 
从 步 又 4 到 15 的 选 代 过 程 可 列 成 表 如 表 8.1 所 未 。 


表 I8.1 
迭代 次 数 ev Fa Tv) Les) Te) Two) 
[9 a [a 0 0 0 0 
1 va 1 0 0 0 0 
2 人 1 1 0 0 
3 0 1 0 1 1 0 
4 wr I 0 1 1 1 
5 四 1 1 1 1 
6 La 1 1 2 1 1 
了 # 1 2 2 1 1 
8 La 2 2 2 1 1 
9 国 2 2 2 1 2 
10 四 2 2 2 2 2 
11 一 3 2 2 2 2 


从 无 向 图 的 中 国 邮 路 问题 可 以 推广 到 有 向 图 的 中 国 邮 路 问题 ， 它 的 求解 与 最 小 费用 流 
问题 的 求解 是 类 似 的 ， 我 们 将 在 第 九 章 中 再 作 介绍 。 
下 面 我 们 举 一 个 有 向 欧 拉 图 的 应 用 实例 。 
例 8,7 模 数 转换 问题 
计算 机 磁 就 设计 就 是 一 个 模 数 转换 问 
题 。 
一 个 旋转 鼓 轮 ， 表 面 上 分 成 16 块 扇 
形 区 域 ， 每 一 块 分 别 由 导体 或 绝缘 体 组 
成 ， 如 图 8,27 (a) 所 示 ， 图 (b) 是 它 
前 剖面 图 。 图 中 阴影 区 表示 导体 ， 空 白 区 9 
珍 示 绝缘 体 ， 就 的 位 置信 息 用 二 进 制 数 表 
示 ， 通 过 戴 面 上 的 4 个 触 点 将 信息 输出 ， 
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假定 触 点 的 接触 面 为 导电 区 时 ， 输 出 信息 “0 ”与 绝缘 区 接触 时 输出 信息 “1 ”, 如 图 ( 3》 
现在 所 处 的 位 置 ， 输 出 端 a3cd 输出 的 信息 为 “0100”， 鼓 逆 时 针 方 向 典 转 ， 则 下 一 位 置 输 
出 的 信息 为 “1001”, 因 此 和 鱼 转 - 步 输 晶 一 个 四 位 二 进 制 数 码 ，16 个 扇形 区 ， 敲 轮 旋 转 一 
周 ， 将 输出 16 个 四 位 二 进 制 数码 。 

现在 提出 一 个 问题 ， 导 电 区 和 绝缘 区 应 该 怎样 安排 ， 才 能 使 每 一 步 输出 的 信息 均 不 相 
同 ? 或 者 说 应 该 怎样 将 16 个 “0 ”或 “1 ”的 数码 组 成 - -个 园 形 排列 ， 使 得 任意 四 个 邻接 
的 数字 组 成 的 数码 均 不 相同 。( 这 样 的 数列 称 为 布 鲁 英 数 列 )。 

满足 上 述 要 求 的 排列 是 能 够 做 到 的 。 

我 们 构造 -~ 个 有 8 个 结 点 的 有 向 图 轧 ， 它 的 结 点 分 别 朋 三 位 二 进 制 数 表 示 ， 即 

000，001，010，1011，I100，101，110， 11 

从 每 一 结 点 引出 两 条 弧 ， 如 图 8.28 所 示 ， 如 果 结 点 的 编码 是 eaxaas(e; 为 二 进 制 数 ， 
即 为 0 或 1), 它 的 一 条 引出 疆 编 码 为 414zas0， 且 终止 于 编码 是 aaez0 的 结 点 上 ， 另 一 条 引 
证 沟 编 码 为 weagsl， OO azbal 的 结 点 上 。 


图 8.28 


例如 ， 从 结 点 001 引出 两 条 弧 ， -系统 是 0010， 它 终止 于 结 点 010 上 ， 另 一 条 弧 丰 
0J11， 终 止 于 结 点 011 上 ， 因 此 结 点 000 和 111 引出 的 弧 将 有 一 条 形成 自 环 ， 它 们 的 栋 叶 
分 别 是 0000 和 1111。 

于 是 从 结 点 共 引 出 16 条 怠 ( 包 括 直 环 ), 这 16 条 弧 由 16 个 不 同 的 四 位 二 进 制 数码 表示 ， 
在 网 的 一 条 通路 中 ， 任 意 两 条 顺 向 连接 的 绝 ， 它 们 的 编码 必然 是 &iazaei 一 eaasaadx， 即 前 
一 条 红 数 码 的 后 三 位 必然 与 后 一 条 弧 的 前 三 位 相同 。 而 且 这 16 条 继 的 编码 是 互 不 相同 的 。 

可 以 看 出 ， 图 万 每 一 绪 点 的 引入 次 数 都 等 于 它 的 引出 次 数 ， 所 以 忆 是 有 向 欧 拉 人 由， 从 
图 的 任 一 结 点 出 发 ， 沿 统 的 方向 可 走 遍 每 条 统一 次 且 仅 一 次 又 加 到 原点 ， 例 如 从 结 点 000 
出 发 可 得 到 有 向 欧 拉 回 路 如 下 〔 开 张 的 序列 表示 》: 

Gn B1 2 C5 O10 G4 Bq Gy 66 B13 Cl1 G1 B15 B14 612 8 

对 应 这 16 条 弛 的 四 位 二 进 制 数 的 序列 为 : 

0000101001101111 

我 们 如 果 将 敲 轮 的 肩 形 区 按 上 面 的 序列 进行 安排 ， 即 对 应 “0 ”处 是 导电 区 ,对 诺 
“1” 处 是 绝缘 区 ， 则 敲 轮 旋转 时 ， 必 将 依次 输出 16 个 不 辐 的 四 位 二 进 制 数码 。 

从 上 面 的 分 析 ， 我 们 可 以 推广 到 项 轮 具 有 印 个 触 虚 的 情况 ， 即 如 果 要 求 输出 4 位 一 进 
制 数码 ， 这 时 ， 敲 轮 应 分 成 2" 个 广 形 区 ， 我 们 可 以 构造 一 个 具有 2"!' 个 绪 点 的 有 向 图 ， 
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每 个 结 点 都 用 ( % 一 1) 位 二 进 制 数码 表示 ， 从 结 点 aidzrwaa-: 出 发 〈 必 为 0 或 1)， 引 出 
两 条 强 ， 一 条 统 的 编码 为 4182…4s-10， 终 止 于 结 点 aaags-10 上 ， 一 条 问 编 码 为 a142*" 
Ar-11， 终 止 于 结 点 42*…4s-! 1 上， 显然 这 个 图 每 个 结 点 的 引 人 次 数 都 等 于 它 的 引出 次 数 ， 
图 是 一 个 有 向 欧 拉 图 。 


88.5 H 


所 谓 五 图 起 涯 于 一 种 游戏 ，1859 年 英国 数学 家 哈密 尔 顿 (Hamilton》 提 出 一 种 名 叫 
环 游 世界 的 游戏 ， 即 在 地 球 上 给 定 20 个 城市 4,5 ,…，s , 1 ， 能 否 从 一 个 城市 出 发 经 过 每 
个 城市 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 回 到 原 出 发 地 。 

当时 哈密 尔 顿 开 一 个 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 代表 20 个 城市 ， 这 个 正 十 二 面体 同属 于 
一 个 平面 图 如 图 8.29 所 示 。 要 求 从 一 个 顶点 出 发 ， 沿 着 十 二 面 休 的 楼 经 过 每 个 顶 点 一 次 
且 仅 一 次 最 后 回 到 原点 。 这 个 游戏 曾经 风靡 一 时 ， 
它 有 车 干 个 解 ， 图 中 项 点 用 数字 序列 表示 的 一 条 路 
径 ， 就 是 其 中 的 一 个 解 。 即 

1，2，3，4 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 1。 

定义 8.6 一 个 无 向 图 6G， 车 存在 一 条 通过 所 
有 结 点 一 次 革 仅 一 次 的 路 径 ， 称 为 哈密 尔 顿 路 径 。 
车 存在 通过 所 有 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 ， 称 为 哈 
密 尔 顿 回路 。 具 有 哈密 尔 顿 回路 的 图 称 为 哈密 尔 顿 
图 ， 简 称 玉 图 。 

表面 看 来 ， 哈 密 尔 顿 回路 与 欧 拉 回 路 很 相似 ， 但 判断 一 个 图 是 否 是 玉 图 ， 要 比 判 断 一 
个 图 是 否 是 互 图 困难 得 多 。 对 于 巨 图 ， 已 经 有 一 个 充分 必要 的 判别 定 理 ， 它 是 行 之 有 效 
的 。 但 要 判别 五 图 却 远 非 如 此 简单 ， 在 这 方面 的 探索 一 直 在 继续 ， 下 面 介绍 一 些 比 较 成 熟 
的 判别 定理 。 

定理 8.10 若 无 向 图 G= (7， 吾 ) 是 吾 图 ， 则 对 结 点 集合 的 任 一 非 空子 集 S， 下 式 
成 立 


回 


图 8.29 


回 


加 


W(6—S)<IS| (8.1) 

这 里 邢 (G 一 S〉 表示 子 图 〈G 一 S) 的 连通 分 冯 数 。 

证 ， 设 C 是 图 G 的 一 条 互 回 路 ，S 是 的 任 一 非 空子 集 。 对 S 用 归纳 法 证 明 。 

如 果 S 只 有 一 个 结 点 ， 设 为 w%， 将 此 结 点 从 C 中 除去 ， 显 然 C 一 1 是 一 条 连通 的 路 
径 ， 子 图 〈G 一 S) 也 是 连通 图 ， 即 丙 (G--S) 一 1S1=1， 式 (8.1) 成 立 。 

如 果 S 有 两 个 结 点 ， 设 为 v1 和 wv， 则 去 掉 和 之 后 ，C 一 5 可 能 有 两 种 情况 ， 

《1) an 与 只 是 邻接 的 ， 则 C 一 $ 仍然 是 一 条 连通 的 路 径 ， 子 图 〈G 一 S) 也 是 连通 
图 ， 凤 |S1=2 而 证 (G 一 9)=1， 式 〈8.1)》 成 立 。 

《2) 9 与 0; 不 邻接 ， 去 掉 v1 和 之 后 C 被 分 成 两 段 路 径 ， 此 时 《G 一 $) 可 能 仍然 
连 道 ， 最 多 被 分 成 两 个 连通 分 支 ， 即 厂 (G 一 5) 委 2， 则 式 (8.1) 亦 成 立 。 

设 15s| = 么 时 式 〈8,1) 成 立 ， 当 1S。+i| =%+1 有 时 ， 车 增加 的 结 点 wst 与 原 有 的 #8 个 
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结 点 ww yo 中 的 任 一 个 结 点 邻接 ， 则 C 一 Ss 和 C 一 So+1 被 分 成 的 眉 数 相间 ， 此 时 
WCG 一 S40)=W(G 一 S2) 才 4<<nh+1， 若 vo+1 与 V4 2,…，vs 中 的 任 一 结 点 均 不 邻接 ， 则 
WW(G 一 Sp) 寺 W(G 一 Sn)+1 所 n++1， 式 (8.1) 亦 成 立 。 | 
定理 8.10 给 出 的 是 判定 互 图 的 必要 条 件 而 非 充分 条 件 ， 所 以 满足 式 〈8.1) 的 图 不 一 
定 是 互 图 。 例 如 图 8.30 所 示 的 彼 特 森 图 ， 可 以 看 出 ， 去 掉 任 党 一 个 或 两 个 结 点 ， 图 仍然 是 
连通 的 ， 去 掉 3 个 结 点 ， 图 最 多 被 分 成 两 个 连通 分 支 ， 去 掉 
4 个 结 点 ， 图 最 多 被 分 成 3 个 连通 分 支 ， 去 掉 5 个 以 上 的 结 
点 ， 剩 下 的 于 图 结 点 数 将 小 于 等 于 5， 因此 不 可 能 有 5 个 以 
上 的 连通 分 支 ， 就 是 说 对 任意 非 空子 集 S， 式 (8.1) 都 是 
成 立 的 ， 但 筱 特 森 图 却 是 一 个 典型 的 非 万 图 。 
当然 ， 如 果 不 满足 式 《8.1) 条 件 的 图 ,一 定 不 是 互 图 ， 
8.30 因此 骨 这 一 定理 判定 非 玉 图 ， 有 时 更 为 有 效 。 
定理 8.11 任意 一 个 完全 图 Ks 是 及 图 。 
绪论 是 显然 的 ， 但 定理 提出 的 是 一 个 充分 条 件 而 非 必要 条 件 ,例如 图 8.29 所 示 的 图 是 
五 图 但 并 不 是 完 金 图 。 
定理 8.12 如 果 图 G=(V, E) 满足 条 件 


5 于 从 (8.2) 


则 C 是 互 图 。 

式 中 w=|V| 尖 3，6 为 结 点 的 最 小 次 数 。 

证 ， 先 证 满足 式 (8.2) 的 图 一 定 是 连通 图 。 骨 反 证 法 ， 设 G 不 是 连 道 图 ， 则 鱼 少 有 
两 个 连通 分 支 ， 设 一 个 分 支 的 结 点 子 集 为 Fi， 则 另 一 分 支 的 结 点 子 集 为 了 一 Pi， 设 . 挛 ， 一 
户 则 | 一 VV 一 一 对 尾 一 结 虚 ViEV:， 必 有 

deg (vs) <R—1 
闻 理 ， 对 任 一 2;:EV 一 VV， 必 有 
Aeglvi;) En— RE—1 


四 


如 果 Qsg (op)> 本 mn 即 朋 一 1 汪 和 ' 则 % 一 一 1 必 字 一 2 < 这 ， 即 deg (9) 之 加。 同 理 ， 


~ 


如 果 deg(o) 之 分 , 则 一 1< 名 一 2 达 多 ， 即 deg (wr) << 守 。 与 题 设 的 条 件 巴 盾 ， 若 图 是 有 两 


个 以 上 分 支 的 非 连通 图 ， 上 述 矛 盾 仍然 存在 ， 所 以 必然 是 连通 图 。 

下 面 证 明 G 是 五 图 。 

仍 用 反 证 法 ， 设 上 述 条 件 满足 ， 但 G 不 是 五 图 ,由 定理 8.11 可 知 6 一定 不 是 完全 图 。 
因此 可 以 在 图 G 中 不 断 添 加 边 而 不 致 破坏 原 有 条 件 。 设 边 添加 到 某 种 程度 时 已 构成 一 条 从 
v1 到 wx 的 哈密 尔 顿 路 径 ， 并 设 此 时 的 图 为 G+， 显然 如 果 在 G* 上 再 添加 一 条 边 《21, vw》、 
就 会 成 为 五 图 ， 即 G* + (v1, vo》 是 吾 图 。 

各 到 图 G*， 设 此 时 的 哈密 尔 顿 路 径 为 : 


Vhs Das ry Vis Vit2s ee Yanis Un 


如 图 8.31 所 示 
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图 8.31 


我 们 定义 两 个 结 点 子 集 如 下 : 
Vi= {vl vn) EE} 
Va= {| (vs, Vn) E E} 
显然 有 deg(o) = 让 | 和 deg(vw)==|Val， 而 且 VaEV! 及 vs Vs 
其 次 ，Vi 几 Vs 一 8， 即 六 与 Vs 无 公共 结 点 ， 否 则 如 有 公共 结 点 ， 设 为 vs， 基 有 (v1， 
gin) EE 有 (vi, tr) EE， 这 时 将 形成 回路 ( 见 图 38.31) 
Ds Yas 0 Vey Vey Waly Dt V1 
与 题 设 矛盾 ， 因 此 证 明了 ,与 三 无 公共 结 点 。 
由 于 Fi 和 T: 都 是 亚 的 子 集 ， 它 们 又 无 公共 结 点 ， 且 都 不 包含 结 点 9。, 故 必 有 
[Vil+IVz|<IPI=% 
基 eg 十 GE8Can) En 


因此 必 有 aeg(or)< 本 或 66g (ow) < 到 两 者 之 一 成立， 与 式 〈8.2) 所 给 的 条 件 矛盾, 所 


以 6G 是 五 图 。 县 

定理 8.13 设 G 是 一 个 有 ?个 结 点 的 简单 无 向 图 ， 若 G 的 任意 两 个 结 点 w，z， 均 有 

deg(vi) + deg(vi)>n—1 (8.3) 

则 G 中 存在 一 条 哈密 尔 顿 路 径 

证 ， 首 先 证 明 G 是 连通 图 。 用 反 证 法 ， 设 6G 不 是 连通 图 ， 则 至 少 有 两 个 连通 分 支 ， 设 
一 个 分 支 的 结 点 数 为 #1， 另 一 分 支 的 结 点 数 为 %s， 应 有 十 pz 二 6， 在 结 点 数 为 wm 的 分 支 
中 ， 结 点 的 最 大 次 数 为 4 一 1， 同 理 ， 在 另 一 分 支 中 结 点 的 最 大 次 数 为 姑 一 1， 这 是 两 个 
次 数 最 大 的 结 点 ， 它 们 的 次 数 和 为 《nm 一 了 1) + ( 雪 一 一 4 一 2<% 一 1， 与 题 设 矛盾 。 若 图 是 
两 个 以 上 的 连通 分 支 构 成 的 非 连 通 图 ， 这 一 矛盾 仍然 存在 ， 故 如 不 可 能 是 非 连通 图 。 
其 次 证 明 G 存在 一 条 哈密 尔 顿 路 径 ， 用 构造 法 证 明 如 下 。 

在 图 G 中 任意 找 一 条 及 个 结 点 的 基本 路 径 卫 v1, V2， vm。，(m 之 2)。 车 io 一 oo 则 
这 条 基本 路 径 通 过 全 部 结 点 ， 因 而 它 就 是 哈密 尔 顿 路 径 ， 命 题 得 证 。 

潜 m<x， 则 考察 路 径 的 两 个 端点 v4 与 ww 是 否 还 与 路 径 之 外 的 某 一 结 点 比如 sx 邻接 ， 
如 果 邻 接 ， 就 把 路 径 延 伸 到 pz。 使 路 径 为 we mh mm ,om 或 oo om zx 按 此 方法 继 
续 进 行 下 去 直到 路 径 的 两 个 端点 不 再 与 路 径 外 的 任 一 结 点 邻接 ， 以 致 路 径 不 能 再 延 伸 为 
止 ， 为 了 表示 方便 ， 我 们 把 不 能 再 延伸 的 路 径 仍 记 作 

P= ,Vr ,Ym 

现在 我 们 要 证 明 ， 存 在 一 条 问 路 ， 它 通过 呈 的 所 有 结 点 v1,v2，**， vm。 

首先 考察 端点 ww ,假设 它 和 路 径 上 的 个 结 点 邻接 ,这 名 个 结 点 记 为 vi.《 即 v2) ,505ss"**， 
和 4， 这 里 vr; (1 委身 是 路 径 P 上 的 结 点 ， 于 是 wi 的 次 数 为 

deg(01) = 
在 路 径 卫 上 按 顺 序 将 在 前 面 与 535, 如 ,,…，v;; 邻接 的 结 点 记 作 二 -1，Vi5-1，"*，Viy-1， 
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如 图 8,32 (a) 所 示 ， 可 以 肯定 ， 另 一 端点 we 至少 与 这 天 个 结 虑 中 的 一 个 邻接 ,否则 路 径 
上 与 wm 邻接 的 结 点 最 多 有 〈%r 一 1 一 外 个 〈 因 为 路 径 共 有 上 个 结 点 )， 即 deg (ym) 所 (m 一 
1 一 8)， 则 geg(o) +eeg(on)<o 一 1<% 一 1， 与 题 设 矛 盾 。 因 此 vw 必 与 由- or 
oj-1 中 至 少 一 个 结 点 邻接 ， 不 妨 设 这 一 结 点 为 wj-:， 如 图 〈b ) 所 示 ， 显 然 存在 一 向 路 ， 
Vhs Vay Os Vo Vr DE DL 

至 此 ， 在 图 G 中 我 们 得 到 了 一 夭 含 有 弘 个 结 点 的 基本 回路 ， 在 这 个 回路 之 外 尚 有 ?一 
幼 个 结 点 ， 由 于 G 是 连 道 图， 回路 外 的 % 一 y 个 结 点 中 ， 至 少 有 一 个 与 回路 上 的 某 一 结 点 
邻接 ， 不 妨 设 回路 外 的 结 点 w 与 回路 上 的 结 点 " 邻接 ， 如 屡 8.32(b ) 所 示 ， 于 是 就 可 得 


> .00 
及 Up Viol 站 1 中 Dl Ds Tal Dm 
2 Pig li Sl Dik 

Ca) 
如 
一 一 一 全 
boi EY Pn 
{by 
网 8.32 


到 一 条 以 v: 和 vori 为 端点 的 基本 路 径 刀 如下; 
本 一 Ve Vey Vijy Va jl Vm Drm 
显然 ， 路 径 了’ 的 结 虚数 比 原来 卫 的 结 点 数 多 1 ， 即 路 径 又 延 伟 了 一 个 络 虚 。 

这 时 又 可 重复 前 面 的 过 程 ， 即 车 2 的 两 个 端点 wm 和 w+: 与 P' 外 的 结 点 邻接 ,又 可 将 
吓 ' 延 伟 ， 直 到 两 个 问 点 不 再 与 路 径 外 的 结 点 邻接 为 止 ， 于 是 又 得 到 一 个 包含 更 多 结 点 的 回 
路 ， 通 过 回路 上 的 结 点 与 回路 外 的 结 点 之 间 的 关联 边 ， 又 可 得 到 一 条 比 回路 结 点 数 多 : 的 
基本 路 径 。 如 此 继续 下 去 ， 由 于 图 的 有 限 性 ， 最 终 得 到 的 基本 路 径 必 通过 图 的 所 有 结 点 ， 


它 就 是 哈密 尔 顿 路 径 。 I 
定理 8.14 设 G 是 一 个 有 %* 个 结 点 的 简单 无 向 图 ， 若 G 的 任意 两 个 结 点 vs，w;， 均 有 
Megl(w) + deg (07) Nn {8.4) 
则 G 是 五 图 。 


证 ， 由 定理 8.13 已 知 ，G 有 一 条 哈密 尔 顿 路径 z，mj…，ww 车 几 与 名 邻 搂 ， 则 构 
成 五 回路 ， 命 题 得 证 。 玫 则 设 岂 与 加 ，w,…，Vi 共 记 个 结 点 邻接 ,那么 v4 至少 与 "1， 
oo 中 一 个 结 点 邻接 ， 不 妨 设 与 mw 六 ; 邻接 ， 如 图 8,33 所 示 ， 则 存在 回路 

Dy Vay dy Vr Vat Wj UL 
这 是 一 条 玉 回 族 ， 玫 CG 是 瑟 图 。 和 

上 面 三 个 定理 给 出 的 都 是 判别 五 图 的 充分 条 件 ， 而 非 必要 条 件 ,例如 图 8.34 并 不 具备 
定理 所 出 的 条 件 ， 但 它 却 是 有 图 。 “ 

定义 8.7 车 图 G=(J, 五 ,| 一 入 着 存在 结 点 wm， 号 满 足 (or，o) EE 有 deg (on) 十 
dsg 《v7) 实 4， 则 将 边 《w;，w) 加 到 G 上 ， 如 此 反复 进行 直到 不 能 再 添加 边 为 止 ， 此 时 得 
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芭 的 图 称 为 G 的 闲 包 ， 记 作 G*。 


图 8.33 图 8.34 


图 8.35 表 明了 图 G 的 腿 包 构造 过 程 ， 这 里 得 到 的 闭 包 是 一 个 完 爹 图 。 但 应 指出 图 的 闲 
包 不 一 定 是 完全 图 ， 俐 如 图 8,36 的 图 G， 它 的 闭 包 G* 就 不 是 完全 图 。 


*» > 3 
6 G+ 
图 5.35 
一 > 
G G+ 
图 8.36 


定理 8.15 图 G 的 闲 包 CG* 是 唯一 的 。 
证 ， 用 反 证 法， 设 Ci 和 G; 是 6 的 两 个 不 间 的 闲 包 ，Gi 是 按 定义 8,7 的 构造 方法 在 @ 


十 增加 边 m，ez，…，6s 得 到 的 ， 即 
Gi=G+ {e6202} 


Gi 是 按 辣 样 方 灶 在 GG 上 说 加 边 刻 , fz,*…, fs 得 到 的 ， 即 
Gi=G+{f, fa fa} 
不 失 一 般 性 ， 设 Gt 和 Gi 的 增加 边 中 有 亡 条 是 相同 的 , 即 6 一 产 (0 委 ? 安 人 而 边 err 
at 下 是 Gi 的 增加 边 、 令 > 
H=G+{e, cz" Er} 
则 五 既是 Ci 的 子 图 也 是 G1 的 子 图 ， 由 子 et 是 G1 的 增加 边 ， 设 exr1=(w，v)， 则 应 有 
deg(W) + deg(t) > 
上 述 关 系 在 互 中 成 立 ， 按 构造 法 则 边 ex+1 王 (xw，%) 应 增加 到 G3 上， 即 as: 也 是 Gi 的 增 
加 边 ， 依 此 类 推 ,Gi 中 的 任 一 条 增加 边 也 是 Gi 的 增加 边 ， 反 之 亦 然 ， 因 此 Gt=G:。 用 
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定理 8,16 设 G 是 4 阶 简单 图 ,入 和 v 是 G 中 两 个 不 邻接 的 结 点 若 
deg(u) + deg(v) Sn 

出 他 是 五 图 的 充 要 条 件 是 G+ (w，v) 是 召 图 。 

证 : 若 G 是 五 图 ， 即 G 存 在 及 回 路 ， 增 加 任何 一 条 边 都 不 会 破坏 瑟 回 路 的 存在 ， 所 以 
G+(w，v) 必然 也 是 五 图 。 

反之 ， 车 GE+ (w，v) 是 瓦 图 ， 则 在 在 豆 回 路 ， 如 果 边 〈《%，2) 不 在 五 回路 中 , 则 去 掉 
(x，v) 不 会 破坏 超 回 路 的 存在 ， 故 CG=(G+(z )) 一 (4，2) 仍 含 吾 回 路 ， 扼 6 也 是 
五 图 。 

若 (u,v) 是 图 G+ (w，v) 的 五 回路 中 的 一 条 边 ， 不 妨 设 玖 回路 为 

CC 一 w，2 V9 V4 Wo， 纺 

如 图 8.37 所 示 。 此 时 图 的 全 部 % 个 结 点 都 在 回路 C 上 ， 设 结 点 ra， …，z-: 中 有 天 个 结 
点 与 # 邻接， 不妨 设 这 个 结 点 为 yi，vi,,…wix， 则 
deg(1) =h+2 

. 与 定理 8,13 的 证 骨 类 似 ， 可 以 肯定 ,在 结 点 parb Vis+1， 
werl 名 个 结 点 中 ， 至 少 有 一 个 结 点 与 ? 邻接 ， 不 然 的 
话 与 ? 邻接 的 结 点 最 多 有 (x 一 1 一 &) 个 ， 即 
deglv) <n—1i--k 
则 deg(u) +Tiegto) 扫 # 上 +1 (4) 

根据 定理 给 的 条 件 ， 在 图 和 中 ，% 和 ? 的 次 数 和 不 小 于 
务 ， 上 在 图 G+ (4 2) 中 ,4 和 5 的 次 数 和 不 小 于 n+2， 


即 

deg(u) + deg(t) n+ 2 (B) 
可 见 《A4) 式 与 (B) 式 矛盾 ， 这 就 证 明 在 jy+i，vis+1，"…，vVix+t 中 至 少 有 一 个 结 点 与 2 
邻接 ， 设 这 个 结 点 是 vix,1:， 如 图 8.37 所 示 ， 则 去 掉 (x，v》 后 ， 仍 然 存在 回路 


CC! Wy Veky ik ay Vs Vikt1 ey 
显然 C* 也 是 瓦 回 路 ,， 故 @G 是 五 图 。 有 


定理 8.17 一 个 简单 图 G 是 五 图 当 且 仅 当 它 的 闭 包 6 是 五 图 
证 ， 设 G 的 闭 包 是 在 G 上 添加 壤 条 边 得 到 的 ， 即 
G!=G+e tot tom 

车 G 是 囊 图 ， 则 添加 任何 多 条 边 部 不 会 破坏 县 回路 的 存在 ， 故 G! 也 是 五 图 。 

有 反之， 车 G1 是 及 图 ， 根 据 定理 8.16， 每 次 删除 一 条 添加 的 边 得 到 的 图 仍 是 二 图 ， 如 
此 反复 进行 ， 直 到 删除 添加 的 4 条 边 ， 因 而 图 6G 也 是 及 图 。 1 

定理 8,18 对 # 阶 完全 图 有 Ks， 车 为 为 不 小 于 3 的 夷 数 ， 则 Ks 有 《w 一 1)/2 个 边 不 
相交 的 五 回路 。 

证 ， 由 定理 8.11 知 Ks 具有 五 回路 ， 现 将 图 的 %* 个 结 点 作 各 下 排列 ， 即 将 v, 慎 于 - -个 
图 的 圆心 上 ， 其 余 结 点 则 均匀 地 分 布 在 圆周 上 ， 如 图 8.38 所 示 。 这 时 可 得 到 图 的 一 个 五 
回路 。 

Ci=0 Va ds Vor ,Vas Vs Vn 


现在 将 圆周 按 顺 时 针 方 向 旋转 ， 每 次 转动 的 角度 为 一 360"/(2z 一 1)， 则 每 转 一 个 ^ 
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角 时 ， 圆 周 上 的 结 点 恰好 顺 时 针 转 到 下 一 个 结 点 的 位 置 。 例 如 图 8.38， 当 转 第 一 个 < 角 
时 ， 结 点 w% 转 到 迪 的 位 置 ， 岂 转 到 的 位 置 ，v。-s 则 转 到 we 的 位 置 ， 如 此 等 等 ， 这 时 将 
得 到 另 一 召回 路 
[BL A 
显然 C1 与 Cs 没有 公共 思 。 敬 周旋 转 一 周 ， 共 旋转 (n 一 1) 次 ， 得 到 〈n 一 1) 个 十 回路 ， 
但 是 上 半 周 的 旋转 与 对 应 的 下 半 周 的 旋转 ， 得 到 的 矿 回 路 是 相同 的 ,例如 旋转 180* 角 时， 
五 回路 为 
CL = vn ds-2 "VV 

即 C 一 Cu ， 所 以 在 〈2 一 1 个 五 回路 中 ， 边 不 相交 的 玉 回 路 只 有 (wn 一 1)/2 个 。 下 

这 一 定理 可 以 用 来 解决 所 谓 回 桌 排 座 问题 ， 举 例如 下 

例 8.8 有 1 个 成 员 每 天 中 午 在 同一 张 回 桌 上 就 餐 ， 着 户 安排 和 次 就 和 时 邻 庶 的 人 均 
不 相同 ， 间 这 种 安排 最 多 能 持续 多 少 天 ? 

和 解 : 这 个 问题 可 化 为 求 完全 图 Ki 边 不 相交 的 瓦 回路 的 问题 。 根 据 定理 8.18 的 证 明 
可 知 ， 存 在 《〈11 一 1D)/2=5 个 不 相交 前 五 回路 ， 故 这 种 安排 最 多 可 以 持 续 5 天 。 图 8.39 说 
明了 这 种 安排 方法 。 


图 8.38 图 8.39 


这 5 次 不 同 座位 的 安排 为 ， 
567 891011 
8 5107119 


由 图 可 
1 1 
1 3 1 
1 2103i15971 
4 1 

1 


见 
2 3 
4 2 
6 4 
1 8 8 i129375 

1108116 947253 

定理 8.18 是 针对 结 点 数目 为 奇数 的 图 而 言 的 ， 对 于 一 般 图 ， 边 不 相交 的 玖 回路 的 数目 
尚未 得 到 解决 。 

定理 8.19 在 阶 完全 图 Kz 中 ， 不 同 的 百 回 路 〈 含 边 相交 的 和 边 不 相交 的》 共有 

《za 一 1D)172 个 。 

证 ， 完 全 图 中 任意 两 结 点 都 是 邻接 的 ， 所 以 及 第 一 个 结 点 到 第 二 个 结 点 的 路 径 可 以 有 
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《n 一 1) 神 选 择 ， 从 第 二 个 结 点 到 第 三 个 结 点 的 路 径 又 可 以 有 (2 一 2) 种 选择 ， 依 此 类 
推 ， 最 后 从 第 (nw 一 1) 个 结 点 到 第 % 个 结 点 的 路 径 只 有 一 种 选择 ， 因 此 共有 x 一 1)1 种 选 
择 构 成 召回 路 ， 但 上 面 的 每 种 选择 由 部 重复 了 一 次 ， 例 如 回路 wpavswzo-zgr-ipam 与 回路 
viva0-10s-2*o030290, 实际 是 同一 豆 回 路 。 所 以 不 同 的 五 回 瞩 的 数 且 应 是 《mn 一 了)1 的 一 半 , 即 
《一 了 D172 个 。 县 


8.6 有 向 恕 图 
定义 8.8 人 在 有 向 图 马 中 ， 经 过 每 个 结 点 一 次 的 有 向 路 答 称 为 有 疝 瑟 路 径 。 经 过 每 个 
结 点 一 次 的 有 问 回 路 ， 称 为 有 疝 吾 回路 。 其 有 有 疝 玖 回路 的 有 疝 图 ， 称 为 有 向 五 图 。 
定理 8,20 洛 有 向 图 也 的 底 图 是 完全 图 ， 则 也 存在 -条 有 疝 五 路 答 。 
证 ， 设 有 向 国 也 =《V，E) 的 底 图 是 一 个 % 阶 完全 图 ，2= | 六 ， 因 此 对 任意 两 医 点 
Vi EP， 如 ti 二 车 本 ， 必 有 好 让 vi) EE。 
在 有 疯 图 妨 中 ， 先 任意 找 一 条 有 天 个 结 点 的 有 向 基 本 路 径 P: v1, va， vio 
敬 包 =%， 则 也 就 是 有 向 五 路 答 ， 否 则 说 明 卫 还 没有 经 过 如 的 所 有 结 点 , 可 以 采 败 插入 
辣 局 法 扩展 这 条 嘱 答 ， 步 难 如 下 ; 
对 任意 一 个 人 不 在 路 答 上 的 结 点 ww， 考察 路 径 己 的 起 点 与 内 的 邻接 关 系 ， 如 vx,90) 
二， 则 可 六 加 到 路 径 的 左 端 ， 路 答 成 为 
Vey Vly V2 Vx 
此 时 路 从 扩展 了 一 个 结 点 。 著 (pe 3) 呈 EE， 则 必 有 加，2) 世事 ， 这 时 可 考 客 嫩 与 v2 的 邻 
该 关系 。 如 te，902) EE 上 ， 可 将 呈 插 入 vr 和 也 之 问 ， 路 从 成 为 
Vy ge V2s oy Vk 
此 时 路 径 亦 扩展 了 一 个 结 点 ， 如 (ae，?ta) 钙 E， 则 可 考察 vs 与 ma 的 邻接 关系 ， 如 此 继续 下 
去 ， 车 v; 不 能 插入 Vv ，ws 呈 ,94 之 间 ， 则 必 有 ws，v2 E 坪 ， 可 将 w 加 到 路 径 的 尾 端 而 
成 为 
Yr Vas rs Wry Vr 
因此 ， 对 小 色 外 的 任 一 结 点 ， 利 用 上 述 法 则 一 定 可 以 插入 到 路 答 中 ， 使 原来 经 过 亡 个 
结 点 的 路 径 扩 展 到 经 过 名 十 1 个 结 点 。 十 是 可 以 不 断 地 将 路 答 外 的 结 点 加 到 路 径 上 ， 由 于 
图 的 有 限 性 ， 总 可 以 道 过 有 限 步 难 将 图 的 金 部 结 点 加 到 路 径 上 ， 最 后 得 到 的 即 是 有 向 玉 路 
径 。 
由 定理 的 证 明 过 程 可 知 ， 最 初 的 有 向 路 答 忆 可 以 从 只 含 一 条 噶 to 开始， 不断 节 加 
入 结 点 而 扩展 成 为 有 向 五 路 径 。 
例 8.9 如 图 8.40 所 示 的 有 向 图 ， 它 的 同 图 大 完全 无 癌 图 ， 央 此 存在 一 条 有 向 五 路 
径 ， 可 以 看 出 这 条 路 向 是 ，p，z，95，oa，tma。 
定理 8.21 若 强 连 弟 有 向 图 怀 的 底 图 是 完全 图 ， 则 忆 是 有 向 五 图 。 
证 没 D=(V，E) 是 满足 所 给 条 件 的 有 向 图 ， 由 于 加 是 蝇 连 通 图 ， 一 定 存在 一 个 有 
启 基 本 回路 ， 因 此 一 定 存在 一 个 长 度 最 长 的 基本 回路 , 设 C= (v1，vzs*…vm。V1》 是 口中 最 
兵 的 一 个 有 问 基 本 回路 ， 下 面 我 们 要 证 明 C 就 是 有 和 内 豆 辐 路 。 
采用 反 证 法 ， 设 C 不 是 有 向 瑟 回 路 ， 即 还 有 一 些 结 点 不 在 问 路 C 上 ， 设 不 在 C 上 的 结 
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点 为 ， 那 么 对 C 上 的 任 一 结 点 畏 
(1) 车，o9 EE (如 图 8,41 所 未 》 则 必 和 有 tv;-1,，w) EE。 否则 可 将 0 插入 回路 的 


~ 后 加 


图 8.40 网 8.41 


vi-t 和 vi 之 间 而 使 回路 的 长 度 增加 ， 这 与 C 是 最 氏 的 回路 矛盾 。 另 一 方面 ， 因 思 的 底 了 是 
完全 图 ， 车 (un-:， 由 避 瑟 ， 则 必 有 (po，z-D EE， 综 合 上 述 ， 即 得 

车 但， Vi) EE， 必 用 ，9V;-)EE 

因 是 完全 图 ，? 与 回路 C 上 的 每 一 结 点 ， 都 有 一 条 有 向 张 关联 ， 由 于 0; 的 任意 性 ， 可 
见 这 些 有 向 绒 都 是 由 v 引出 面 终止 到 C 的 各 个 结 点 上 的 。 

《2) 同 理 ， 若 (vi:，2) EE( 如 图 8,42 所 示 ) 则 必 有 vywie) 万 ,因而 有 tvi41 ,WW 全 到 
这 时 回路 C 圭 的 名 个 结 点 ， 都 将 有 一 引出 弧 终 止 于 结 点 ? 上。 

因此 ， 回 路 外 的 结 点 可 以 分 为 两 类 ， 一 类 为 属于 第 《 1 ) 种 情况 的 结 点 ， 张 由 这 些 
结 点 引出 而 终止 于 C 的 各 结 点 上 ， 这 一 类 结 点 集合 记 作 V'， 另 一 类 为 属于 第 2) 种 情 
议 的 结 点 ， 弛 由 C 上 的 各 结 点 引出 而 终止 于 这 类 结 点 上 ， 这 一 类 结 点 集合 记 作 VY， 根 所 
假设 ， 有 VUVY 隆 6， 如 图 8.43 所 示 ， 而 且 有 V' 关 #6 及 V* 关 $， 这 是 因为 如 果 只 存在 
VY ， 则 加 路 C 上 的 点 不 能 到 达 V' 中 的 点 ， 与 强 连 通 的 假设 了 矛盾， 并 生 必 然 存 在 有 向 弧 从 
V* 中 的 结 点 引 向 V' 中 的 结 点 ， 设 其 中 一 条 为 lw*，o’} 如 图 所 示 ， 于 是 我 们 将 得 到 回路 
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人 
pl ee 
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网 8.42 图 8.43 


人 一 (ogg Vy VY) 
可 见 C/ 的 长 度 天 于 C， 与 C 是 最 长 回路 的 假设 矛盾 ， 所 以 C 是 瓦 回路 。 I 
在 上 壕 定理 的 证 明 中 ， 任 意 两 结 点 之 间 ， 我 们 只 到 一 条 单 向 缴 〈 但 满足 强 连 通 条 件 )， 
事实 上 ,在 荣 些 强 连 通 有 了 向 图 中 ,可 能 存在 线 点 对 v; 和 vis 茎 有 vi,07? EE, 也 有 人;,22) EB 
从 定理 的 证 明 过 程 可 知 ， 如 果 出 现 这 种 情况 ， 并 不 影响 我 们 证 明 的 方法 ， 也 不 会 影响 由 此 
而 得 出 的 正确 结论 。 
例 8.10 如 图 8.44 所 示 的 强 连通 有 向 图 ， 它 的 底 图 是 完全 图 ， 因 此 该 图 是 有 向 了 
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到 , 豆 回 路 为 
Vis Yas Vay Ys V4 DL 
定理 8.21 给 出 的 条 件 也 是 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 。 但 是 ， 车 有 向 图 也 不 是 强 连 通 的 ， 
只 是 底 图 是 完全 图 ， 则 忆 不 一 定 是 豆 图 〈 但 一 定 具 有 瓦 路 径 )* 另 一 方面 ， 吞 刀 是 强 连 通 的 
但 底 图 不 是 完全 图 ， 则 了 D 不 一 定 是 互 图 ， 其 至 也 不 含 互 回路 ,图 8,45 所 示 的 有 向 图 就 是 一 
个 例子 。 
定理 8.22 设 DD 是 具有 % 个 结 点 的 简单 强 连 道 有 向 图 ， 壤 对 的 任 一 结 点 ?, 均 有 
deg*(v} + deg (Y) En {8.5) 
则 总 是 有 疝 五 图 。 


ve 


bs 
图 8.44 图 8,45 


定理 由 Ghouila 一 Houri 于 1960 年 提出 ， 证 明 十 分 完 长 ， 此 处 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 
参阅 C 5 3。 


88.7 五 图 的 寻 迹 


到 目前 为 止 ， 还 没有 找到 互 图 存在 的 充分 必要 条 件 ， 因 此 ， 任 给 一 个 图 ， 判 定 它 是否 
含有 五 回路 路径 ) 仍然 是 一 个 难题 。 在 寻 迹 玉 图 时 ， 人 们 也 提出 了 多 种 算法 ， 下 面 介绍 
的 几 种 算法 ， 在 图 的 规模 不 是 很 大 时 ， 还 是 比较 好 的 。 


一 、 标 记 法 
用 此 法 可 以 判定 一 个 无 向 图 是 否 存 在 及 路 径 。 


方法 为 ， 在 图 中 任意 指定 一 个 结 点 ， 并 给 这 一 结 点 标号 为 4， 然 后 把 凡是 与 结 点 乒 令 
搂 的 结 点 ， 都 标号 为 召 ， 又 把 扩 与 如 邻接 的 结 点 标 为 4， 如 此 继续 下 去 ， 址 到 所 有 的 结 点 


图 8.47 
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都 标号 完毕 。 如 果 存 在 五 路 径 ， 则 标号 为 4，B 的 结 点 应 交替 出 现 ，A，B 结 点 数 目 之 差 
不 应 大 于 1 。 

如 图 8.46， 按 上 述 方法 标号 后 ， 标 号 4 的 结 点 有 9 个 ， 标 号 BB 的 结 点 有 7 个 , 因此 读 
图 不 存在 五 路 径 。 

在 标号 过 程 中 ， 如 果 直 到 想 邻 两 结 点 出 现 根 同 标号 时 ， 可 在 此 对 应 边 上 增加 一 个 结 
点 ， 并 标 上 根 异 符号 ， 如 图 8.47 所 示 。 


二 、 回 涛 法 


回潮 法 的 基本 方法 是 搜索 ， 一 般 是 在 给 定 条 件 下 应 用 深度 优先 搜索 法 构成 解 的 树 形 结 
构 以 便 搜 索 容易 实现 。 这 一 算法 可 以 找 出 图 的 所 有 互 回 路 。 

设 G=(V，E) 是 一 个 有 %* 个 结 点 的 连通 图 ， 用 向 量 《x1， 和 ‰,"…， 因 ) 表 示 回潮 法 的 
一 组 解 ， 其 中 入 表 示 在 一 个 可 能 的 五 回 路 中 第 i 次 访问 的 结 点 号 数 , 设 已 得 到 (1%2，***， 
Xx-:)， 下 一 步 就 是 怎样 从 末 访 问 过 的 结 点 中 找 出 奴 、 算 法 中 先 输出 图 的 邻 搜 蝶 阵 GR4P 瑞 
(inw，1:w)， 输 出 以 (1 工 )，X(2 ),…， 玉 (4%) 表示 五 上 路 ， 为 了 避免 重复 ， 对 结 点 纺 
号 后 规定 结 点 1 为 起 始点 ， 即 X( 1 )=1， 算 法 中 回 渭 过 程 用 HAMILTONIAN (8), 其 中 
要 调用 寻找 下 一 结 点 的 过 程 NEXTVERTEX(R), 并 执行 赋值 语句 ，Z( 1 ) 二 1 XX(2:n) 
1， 然 后 执行 语句 调用 HAMILTONIAN( 2 )。 

HAMILTONIAN(A) ”( 求 所 有 及 回路 ) 

1. While X(k)<n do 

begin 
NEXTVERTEX(k) ( 找 四 (Rk) 的 下 一 结 点 》 
。 诈 五 (&)=0 then return 《结束 本 次 调用 
。 证 四 一 入 then 《〈 找 到 一 个 五 回路 ) 
-Print {了 X,“ 1 ) 《输出 回路 》 
。else HAMILTONIAN (R+1) 《〈 找 下 一 个 点 》 

end 
NEXTVERTEX (k) 《产生 下 一 个 结 点 》 

begin 
1 (一 (Ck) +1) mod(n+1) 《〈 找 下 一 结 点 》 
2. 计 和 (8)=0 then return 《〈 找 不 到 合适 结 点 ， 结 束 本 次 调用 ) 
3. if GRAPH (X(k—1), X(R))=1 then 

begin 。 《〈( 瑟 (有 一 1)， 瑟 (8)》 是 图 的 一 条 边 》 
4。 for j=1 to Rh-—1 do 
5. 这 X(N)=X(k) then goto 1 
6.。 证 <n 或 R=n 且 GRAPH (X(n)，1)=1 

then return 


EE 


end 
7. else go to 1 


end 
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例 8.11 如 图 8.48 的 无 向 图 ， 用 上 述 算法 找 出 图 的 唯一 一 个 五 回路 ， 回 让 过 程 如 办 
8.49 所 示 的 回 涡 树 ， 其 中 结 点 的 编号 反映 了 过 程 的 执行 路 线 ， 从 桂 根 到 结 点 4 的 路 径 正 好 
构成 一 瑟 回 路 ， 它 是 1，2，8，7，6，5，4，3。 而 从 树 根 到 不 的 召回 路 实际 上 与 4 是 间 
一 五 回路 ， 只 是 寻 迹 路 线 相反 。 


三 、 矩 阵 法 


当 图 不 是 完全 图 时 ， 可 以 应 用 这 里 介绍 的 挎 阵 靠 法 求 出 图 前 所 有 五 路 径 或 召回 路 〈 妈 
果 存 在 的 话 )， 算 法 对 有 向 图 或 无 向 图 均 适 用 ， 因 此 应 用 是 较 广 的 。 

算法 步 又 如 下 ， 

1 给 出 图 的 邻接 妹 阵 M,， 其 中 Mi:(2, 力 用 边 viv; 表示 ， 若 无 此 边 则 置 0 

2， 求 出 矩阵 对 ， 它 由 邓 , 中 删除 每 一 个 非 零 项 的 第 一 个 结 点 而 得 。 

3 定义 矩阵 的 串 乘法 如 下 : ， 

Mi=M NM 

其 中 


A D={ Vi, Do MU, 7) } 
z 


这 里 : 
(1)“o ?是 特种 乘法 ， 其 运算 规则 为 
1” 零 冬 任何 项 均 为 零 
2° 不 为 零 的 两 项 想 乘 是 将 此 两 项 串联 起 来 。 
3° 两 项 中 有 公共 元 素 时 相 清 为 零 。 
(2 ) “VY” 是 特种 加 法 ， 加 法 的 结果 是 项 的 并 列 。 
二 Mk2 站 天 示 从 全 到 长度 为 的 基本 路 答 的 集合 ， 故 对 -8 力 即 表示 从 % 纤 
9; 的 互 路 径 的 集合 (为 图 的 结 点 数 》 
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现 举 一 例 说 明 如 下 。 

例 8.12 试用 矩阵 乘法 求 图 8.50 所 未 的 有 向 图 的 召回 路 。 

解 : 根据 上 述 算法 求 出 2, 和， 342, 24s， Ms, Ms 如下: B ce 
4 BC DE 

9 AB0 0 0 

0 0 BC o| 


| 
Mi=C L 0 Cp 四 p 


0 
0 0 0 0DE 


EEAFRB 0 ED 0 到 8.50 


辟 

1 

o 
Weooogy 
ooon00 
VoUVUVeoso 

Ny 

一 一 


0 0 ABC 0 0 
0 0 0 BCDBCE 
M=ICEA CEB 0 CEDCDE 
DEA DEB 0 0 0 

0 EAB EBC 0 0 

0 0 0 ABCD ABCE. 
BCEA 0 0 BCED BCDE 


MICDEA (CBE) 0 0 0», 


0 DEAB DEBC 0 0 
0 0 EABC EABD 0 

0 0 0 ABCED ABCDE 
BCDEA 0 0 0 0 | 
M4= 0 CDEAB 0 0 0 

0 0 DEABC 0 0 | 

0 0 0 EA4BCD 0 


ABCDEA 0 0 0 0 
0 BCDEAB 0 0 0 
0 0 CDEABC 0 0 
0 0 0 DEABCD 0 
0 0 0 0 EABCD. 


M;= 


说 明 ， 
(1) 好 , 是 图 的 邻接 矩 的 特殊 表示 法 ， 算 阵 中 的 元 素 是 用 对 应 结 点 之 间 的 纪 表示 
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《2 ) 好 是 进行 矩阵 乘法 的 矩阵 单元 ， 它 是 将 + 中 非 零 元 素 的 第 一 个 结 点 去 掉 而 形 
成 的 。 

(3) M4 二 Mrs# 了 ,例如 M2(3,2) 一 CEB， 它 基 由 M1 的 第 3 行 与 站 的 第 2 列 对 应 
元 素 申 乘 而 得 ， 潜 中 只 有 M4(3,5)=CE 及 M(5,2) 一 B， 故 M1(3,5)o M(5,2)=CE0B= 
CFB。 又 如 Ms(3,5)=0, 这 是 因 了 03, 人) 一 CD 而 M(4,5) 一 已 , 故 Ma(3,4)o MM(4,5) 二 
CEDo 巨 =0， 其 余 类 似 可 求 。 

《4 ) 一 般 而 言 ，Mx(i, 力 表示 路 径 的 集合 ,例如 Ms(3,2) 是 两 条 路 径 CE4B 和 CDFE8 
的 梨 合 ， 表 示 从 C 到 至 存在 两 条 长 并 为 3 的 基本 路 径 。 它 是 由 2:(3,1) 5 M(1,2) 一 CE4o 
B=CEAB 及 M2(3,5)o Mi(5,2) 一 CDEoB=CDEB 得 到 的 。 

(5) Ms=a4iswM， 其 结果 即 为 召回 路 的 集合 ， 但 此 时 运用 趾 乘 时 要 注意 ， 当 两 项 
的 第 一 个 结 点 相同 时 ， 其 结果 不 能 置 0 ， 而 应 电 联 起 来 。 例如 Ms(1,1)=Mi(1,5)yc 
(5,1) =ABCDE 0 A= ABCDEA, 


$ 38.8 货 郎 担 问题 


货 郎 担 问题 也 叫 旅行 商 或 巡回 党 货 员 问 题 ， 原 始 问 题 是 这 样 提 出 的 ， 一 个 推销 员 从 驻 
地 出 发 到 预定 的 一 些 村 镇 去 推销 商品 ， 那 么 他 应 选择 怎样 一 条 路 线 ， 使 每 一 村 锁 都 经 过 
遍 最 后 回 到 原 驻地 而 总 的 路 程 最 短 。 

货 郎 担 问 题 有 着 广 谤 的 意义 ， 它 不 仅 是 如 何 解决 推销 员 的 最 优 近 回路 线 问题 ， 而 且 诸 
如 公安 执勤 人 员 的 最 优 近 回路 线 、 流 水 作业 生产 线 的 闫 序 问 题 ， 装 配 线 进 度 问 题 、 数 控 机 
床 的 送行 问题 、 以 至 机 组 人 员 的 轮班 安排 、 教 师 任课 班级 负荷 分 配 等 问题 ， 都 交接 或 间接 
与 货 郎 担 问题 有 关 。 因 而 引起 人 们 的 极 大 注意 ， 也 提出 了 多 种 不 同 的 解法 ， 但 是 到 日前 为 
止 ， 还 没有 一 个 求解 货 部 担 问 题 的 有 效 算法 ， 使 这 一 问题 成 为 组 合 优化 中 的 著名 难题 。 
货 郎 提问 题 可 以 用 图 论 的 语音 来 描述 ， 构 造 一 个 图 G =(V,B)， 图 中 每 一 结 点 分 别 表 
示 推 销 员 的 驻地 和 各 个 村 镇 , 结 点 之 问 的 边 表示 两 地 之 间 的 通路 , 边 上 的 权 表 示 通 路 长 度 ， 
于 是 货 部 担 问题 就 化 归 为 在 带 权 图 中 寻找 ~- 条 通过 每 个 结 点 至 少 一 次 的 最 短 回 路 问题 。 

定义 8.9 在 边 带 权 图 G =(V, E) 中 ， 经 过 每 个 结 虚 一 次 且 仅 一 次 的 权 最 小 的 回路 ， 
丈 为 最 优 玉 回路 。 经 过 每 个 结 点 至 少 一 次 的 权 最 小 的 回路 称 为 最 优 货 朗 担 回 路 。 

一 般 来 说 ， 最 优 货 郎 担 回 路 与 最 优 态 回路 是 有 区 别 的 。 


如 图 8.5I 所 示 的 带 权 图 ， 最 优 吾 回路 为 《zz c,a)， 权 值 为 
1 2 7， 但 最 优 货 郎 担 回路 有 《4,5,4,cva)， 权 值 为 6。 由 此 可 
， 见 ， 由 于 最 优 货 朗 握 回 路 变 求 每 个 结 点 必须 经 过 -次 ， 但 不 


一 一 定 只 经 过 一 次 而 是 可 以 多 于 一 次 ， 因 此 在 边 带 权 不 同 的 情 
况 下 ， 出 现 重复 某 些 结 点 构成 的 回路 权 值 反 而 小 的 现象 ， 以 
图 8.51 致 最 优 货 郎 报 回路 不 同 地 最 优 刀 回路 。 为 了 区 别 这 种 情况 ， 
我 们 给 出 如 下 定义 。 
定义 8.10 在 带 权 图 G 一 (, 已) 中 ,车 人 @ 的 任意 一 对 结 点 % ;9 ,对 G 的 其 余 结 点 %， 


其 权 值 w(w,v) 均 满足 


w(t, 0 EW XY + w(x, VO) (8.6) 
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则 称 G 为 满足 三 角 不 等 式 的 图 。 

因此 ， 图 8.51 所 示 的 图 不 满足 三 角 不 等 式 。 

定理 8.23 ”车 带 权 图 满足 三 角 不 等 式 ， 则 它 的 最 优 货 郎 担 回路 与 最 优 五 回路 相等 ( 当 
存在 互 回 路 时 ) 

证 : 设 最 优 货 郎 担 回路 为 C， 若 C 不 是 召回 路 ， 则 圣 少 有 一 个 结 点 在 C 中 出 现 不 止 一 
次 ， 设 这 样 的 结 点 为 4 ,现在 我 们 沿 着 C 的 行走 路 线 ,把 第 一 次 到 达 % 的 先头 结 点 记 作 * ， 
* 的 后 继 结 点 记 作 "， 如 图 8.52( 3 ) 所 示 ， 这 时 我 们 删除 边 (x,%》 和 和 《%,v 而 增加 边 

(oz)， 则 回路 C 成 为 向 路 C， 如 图 8.52(b ) 所 示 。 由 于 图 满足 三 角 不 等 式 ，C 的 权 不 会 
增加 ， 即 匈 (C WLC)。 但 是 C' 含 的 边 与 C 相 比 少 了 一 条 ， 而 通过 结 点 的 次 数 少 了 一 
次 ， 如 果 C' 还 含有 重复 结 点 ， 则 继续 上 述 过 程 直到 无 重复 结 点 为 止 ， 最 后 得 到 经 过 各 结 点 
仅 一 次 的 最 优 货 郎 担 回 路 ， 显 然 也 是 最 优 瓦 回路 。 人 

在 上 述 情况 下 ， 寻 找 蝴 优 货 郎 担 问 路 的 问题 也 就 是 寻找 最 优 互 回 路 的 问题 。 

如 果 带 权 图 G 二 (Vy,E) 是 及 图 但 不 满足 三 角 不 等 式 ， 前 面 的 例子 已 说 明 ， 景 优 货 郎 担 
回路 不 是 最 优 五 回路 ， 但 是 我 伯 仍 然 可 以 将 最 优 货 部 担 回 路 问题 化 归 为 最 优 互 回路 问题 求 
解 。 方 法 是 由 给 定 的 图 G =《V,E) 构 造 一 个 新 的 完全 图 6’ 二 (V7,E')， 共 中 VY 二 V，E 中 的 
每 一 条 边 (4,v)， 它 的 权 zztg) 等 于 G 中 # 与 y 之 癌 的 距离 ,由 于 G 不 满足 三 角 不 等 式 ， 
# 与 ?之 间 的 距离 可 能 不 是 边 《w,v) 上 的 权 ， 而 是 和 和? 之 间 一 条 最 短路 径 上 的 边 权 之 
和 ， 为 了 便于 查找 ， 可 以 在 信 中 的 相应 边 上 标 出 这 一 路 径 。 如 图 8.53 所 示 的 图 G' 就 是 按 
照 上 述 方法 将 图 8.51 的 图 G 改造 而 得 。 可 以 看 到 ，G' 中 最 优 瓦 回路 和 G 中 的 最 优 货 部 担 
回路 是 对 应 的 ， 于 是 得 到 如 下 定理 。 


1 2 


3 {bac) 


图 8.52 图 8.53 


定理 8.24 G 的 景 优 货 郎 担 回 路 的 权 和 G' 的 最 优 瓦 回路 的 权 相 同 。 

证 ， 设 C 是 G 的 一 条 最 优 货 朗 担 回路 ， 若 C 只 经 过 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 ， 显 然 它 也 
是 人 的 最 优 五 加 路。 否则 设 6' 中 与 C 在 G 中 行走 路 线 相 同 的 回路 为 C"， 那 么 C/ 的 边 不 仅 
与 C 的 边 师 序 对 应 ， 而 且 对 应 边 的 权 也 相等， 这 是 因为 如 果 对 应 边 的 权 不 相等 ， 比 如 C' 中 
的 一 条 边 《zx,v)， 它 的 权 小 于 C 中 同一 条 边 《w,2) 的 权 ， 我 们 就 可 用 C' 中 代表 (2,v) 的 
权 的 最 短路 径 取 代 C 中 的 边 《w,v)， 这 就 与 C 是 6G 的 景 优 货 郎 担 问 路 相 巴 盾 。 

由 于 C 在 G 中 经 过 每 个 结 点 至 少 一 次 ， 现 在 考察 经 过 次 数 多 于 一 次 的 结 点 , 设 为 x， 
令 # 为 第 一 次 到 达 * 的 先头 结 点 ，v 为 * 的 第 一 个 后 继 结 点 ， 由 子 G' 是 满足 三 角 不 等 式 的 
完全 图 ， 因 此 用 边 《xs,v) 取代 边 (nsx) 和 (%,v) 所 得 的 加 路 仍然 是 最 优 货 郎 担 问 路 ,对 
所 有 重复 结 点 都 施行 上 述 操作 ， 最 后 得 到 的 是 6' 的 最 优 五 回路 ， 也 是 G 的 景 优 货 朗 担 回 
路 。 是 

综 上 所 述 ， 不 管 哪 一 种 情况 ， 货 郎 担 问题 均 可 化 归 为 最 优 瓦 则 路 问题 求解 ， 这 时 的 图 
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一 般 情况 下 应 是 带 权 完全 图 。 

在 一 个 边 带 权 的 完全 图 中 寻找 最 优 五 回路 ， 一 种 直觉 的 解法 就 是 采用 枚 举 法 ， 即 求 出 
图 的 所 有 不 回 路 ， 然 后 进行 比较 ， 权 最 小 的 五 回路 即 为 所 求 ， 这 种 方法 表面 看 来 似乎 简单 
易 行 ， 但 当 图 的 结 点 数 % 较 大 时 ， 其 计算 复杂 性 是 难以 接受 的 。 由 定理 8.19 可 知 ，%# 阶 完 
金 图 共有 *# 一 1)1/2 个 不 同 的 五 回路 ， 因 此 求 出 所 有 五 回路 的 计算 县 是 0(%1) 级 的 ， 它 
湖 % 的 增加 指数 上 升 ， 当 % 较 天 时 ， 即 使 采用 大 型 高 速 计算 机 ， 也 难以 在 较 短 时 间 内 完成 
计算 任务 。 例 如 设计 算 机 的 加 法 计算 速率 为 10* 次 / 秒 ，# 取 不 同 值 时 ， 计 算 机 需要 的 计算 
叶 间 如 表 8,2 所 示 。 


表 8.2 


加 ， 一 1 计 算 时 间 


12 HB X10 5 种 


全 3X 0 3 小 时 


2.4X 108 800 全 


50 3.0x10% 10% 年 - 


由 表 可 见 ， 只 有 20 个 结 点 的 完全 图 ， 计 算 时 间 竞 需要 800 年 ， 枚 举 算法 效率 之 低 可 想 
而 知 。 因 此 人 们 都 在 寻求 计算 量 在 多 项 式 时 间 内 的 近似 解 共 。 


8$8.9 货 邮 担 问题 的 近似 解法 


当 提 出 货 郎 担 问 题 近似 解 的 算法 时 ， 人 们 总 是 希望 由 算法 求 出 的 近似 什 ， 在 保证 计算 
最为 多 项 式 时 间 的 前 提 下 尽量 楼 近 精 确 值 。 设 工 为 计算 得 到 的 近似 值 。Zo 为 精确 值 ， 当 问 
题 是 求 最 小 值 时 ， 令 

lL/ Lo 
游 问题 是 求 最 大 值 ， 则 将 /Io 匡 倒 ， 二 是 < 越 接 辽 1 ， 算 法 的 精确 度 越 高 。 

下 面 介绍 近似 解 的 几 种 算法 ， 这 里 均 很 定 图 满足 三 角 不 等 式 条件 ， 于 是 图 的 景 优 五 加 

路 也 就 是 最 优 货 郎 担 回 路 。 


一 、 最 邻近 法 


设 图 为 完全 无 向 图 ， 算 法 步 又 如 下 ; 

1， 任 意 找 一 结 点 为 始点 ， 设 为 mw， 在 其 余 # 一 1 个 结 点 中 找 一 与 最 邻近 【〔 即 距离 最 
小 ) 的 点 作为 初始 通路 。 然 后 按 步 又 2 逐 点 扩展 通路 。 

2。 设 wi 是 最 新 加 到 通路 上 的 点 、 从 不 在 通路 上 的 所 有 点 中 找 一 与 ;最 邻近 的 点 vj/， 把 
边 (Vis) 加 到 通路 上 。 

3， 重 复 步 台 2， 直到 图 的 所 有 结 点 都 在 路 径 上 为 止 ， 设 最 后 加 入 的 点 为 vs。 

4。 将 边 《vn,wW) 加 到 路 径 上 ， 即 得 所 求 的 五 回路 。 
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例 8.13 对 图 8.54(a ) 所 示 的 完全 图 ， 用 最 邻近 算法 ,各 步 轰 如 图 (b )~《 6 ) 所 示 ， 

最 后 得 到 一 - 瑟 回 路 C， 上 其 权 值 为 
WC)=47 

事实 上 ， 它 并 不 是 最 优 互 回路 ， 图 ( f ) 才 是 最 优 志 回路 ， 上 其 权 值 为 WCH) 二 35 

用 最 邻近 法 计算 产生 的 误 
差 ， 主 要 原因 在 于 最 后 旺 条 边 的 
加 入 是 不 容 选 择 的 ， 可 以 证 明 
〈 见 [10]) 这 一 算法 的 < 值 为 


< = 到 CTlnnl+1) 


可 见 随 着 #* 的 增加 , « 并 无 止境 ， 
这 一 算法 虽然 简单 ， 但 误差 无 法 
控制 。 


二 、 逐 次 修正 法 

算法 步 又 如 下 : 

1。 在 图 中 任意 找 一 五 外 [路 
Co 设 


Ce 一 加 Wy Wy, jy, Yn Us 
2。 对 所 有 的 #, j 1<i+1<7<n， 营 
wi 7) + oi V4) ws, Ver) + wy, Vyrt) 
则 在 Ce 中 删 去 边 〈o ws 和 (0 0441) 而 加 入 边 《oi, 07) 和 (os 9741:)， 形 成 新 的 回 
路 C， 即 
C= vay ety Vy Vy Vs es Vers Us es Vny YL 
《 见 图 8.55( a ) 和 (b)》 
3。 对 C 重复 步 又 2 ， 直 到 条 件 不 满足 为 止 ， 最 后 得 到 的 C 即 为 所 求 。 
例 8.14 对 图 8.56 所 示 的 完全 图 ， 用 逐次 修正 法 求 景 优 五 回路 。 
解 ， 任 光一 及 回路 Co( 见 图 8.57(a )) 


Ww 
? 
VC 


图 8.55 图 8.58 
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Co=a, Dec ez 
可 以 查 到 
wa, 全 十 三 (有 e) <wla, 5) + wd, e) 
故 删除 边 (4, 让 和 《〈&, e) 而 加 入 边 (4a, 8) 和 (8, e)， 得 到 新 的 回路 C，( 见 图 (5 )) 
C=a, d,c,b,e, fa 
从 Ci 又 可 查 到 
wa, 6) + wb, f)<w(f, 8) +wtd, e) 
故 删除 边 《了 ,a》 和 5, e) 而 加 入 边 (4, e) 和 (&， /)， 得 到 新 的 
C=a, d, c, 6, fe a 


加 


路 C:〈 见 图 (c )》 


从 OG: 又 可 查 到 
wa, Cc) +wle, 人 <ab(G e) + we, da) 
故 删除 边 4, e) 和 《ec, 8) 而 加 入 边 (a,c) 和 (e, 8)， 得 到 新 的 回路 C( 见 图 (& )) 
Cs=a, c, 0, f,6,d,a 
在 Cs 上 已 找 不 到 满足 条 件 的 边 ， 故 C， 即 为 所 求 的 最 优 玉 回路 ， 其 权 值 为 
WC3) =192 


图 8.57 


这 一 算法 的 误 莹 界限 ， 有 时 可 用 最 小 生成 树 加 以 说 明 。 投 Ce 是 图 G 的 最 优 吾 回 路 ， 则 
对 图 的 任 一 结 点 w，Co 一 ? 是 在 Gv 的 吾 路 径 ， 因 而 也 是 扣 一 "的 生成 树 ， 由 此 可 见 ， 若 
了 基 G 一 * 的 一 棵 最 小 生成 振 ， 而 且 el 和 es 是 与 0 关联 的 边 中 权 最 小 的 两 条 边 ， 则 玉 (T) 十 
kb) +ww(ez) 将 是 邢 (Co) 的 一 个 下 界 ， 若 用 这 一 算法 求 出 的 五 回路 记 作 C， 则 可 得 到 

WT} +w (ed) + woe) EW(C) EWC) 

如 图 8.56 所 示 的 例子 中 ， 车 取 结 点 C 作 为 2， 可 得 G 一 C 的 一 棵 最 小 生成 树 T 如 图 

8.58 所 示 ， 与 结 点 C 关联 的 权 最 小 的 两 条 边 为 (3, c) 和 (a, c)， 此 时 
WT) +w(b, c) + wa, c)=122+21+35=178 
因此 最 优 五 回路 的 权 序 (Co 满足 
178&W(Co) <192 


三 、 通 绕 最 小 生成 树 法 


所 谓 重 绕 生 成 树 是 用 深度 优先 搜索 法 遍历 生成 树 的 边 ， 但 当 退 回 时 经 过 的 边 也 计算 在 
内 ， 因 此 重 绕 生 成 树 将 对 树 的 每 条 边 经 历 两 次 因而 得 到 一 个 回路 。 如 图 8.59 所 示 的 一 棵 生 


，238 。 


图 8.58 


成 树 荆 ， 采 用 重 绕 生 成 树 法 得 到 的 回路 Co 为 
Co=(@, b, cb, a, b, 4a, e, f, ¢, 4a) 

本 算法 就 是 用 重 绕 最 小 生成 树 得 到 回路 Cu。 再 从 Co 得 到 五 问 路， 算法 步 又 如 下 : 

1。 求 出 完全 图 G 的 一 裸 最 小 生成 树 了 

2 重 绕 最 小 生成 树 了 得 到 回路 Ce 

3 按 访问 的 先后 次 序 检查 Co， 将 以 后 出 现 的 重复 结 点 删除 〈 最 后 一 个 结 点 不 能 融 
除 )， 得 到 一 个 结 点 不 重复 的 回路 C， 即 为 所 求 的 五 问 路 。 

例 8.15 用 重 绕 最 小 生成 树 法 求 图 8.60 所 示 的 法 全 图 的 最 优 互 回路 。 

解 ， 求 出 图 6 的 一 裸 最 小 生成 树 工 ,如 图 中 的 粕 线 所 示 ， 
以 员 为 始点 重 绕 生 成 树 荆 得 到 回路 Co 如 下 

Co= (v1, Va, V3, Pes V4 V2 VI, Vs Dis V6, OL) 
依次 序 删除 Co 中 间 重 复出 现 的 结 点 得 到 C 
C= (0 ya, Vs, U4, 5, Ves Ot) 
C 即 为 所 求 的 最 优 五 回路 。 这 里 
W(C)=14, W(Co)=16 
定理 8.25 对 重 绕 最 小 生成 树 算法 ， 有 
a <2 

证 : 没 T 为 6G 的 最 小 生成 树 ，WWCT) 表 示 它 的 权 ， 瑟 为 G 的 一 条 最 优 五 回路 ， 琴 ( 瓦 ) 

表示 它 的 权 ， 五 回路 去 掉 任 一 条 边 即 是 G 的 生成 树 ， 因 此 必 有 
W(T)<W(H) 

C。 是 重 绕 了 形成 的 回路 ，T 的 每 一 条 边 在 Co 中 重复 出 现 一 次 ， 故 Ce 的 权 是 工 的 权 的 二 
售 ， 即 


W(C)=2W(T)<2 WH) (4) 
算法 中 C 是 从 Co 中 删除 重复 结 点 而 得 到 的 瓦 回路。 删除 重复 结 点 实际 上 是 用 一 条 边 
取代 两 条 边 ， 例 如 在 Co 一 2 0 vi, ve…, 中 ;是 重复 结 点 ,删除 后 成 为 C 一 …， 2 
vr, ok 即 是 用 边 《5;, vx) 取代 边 《v5, mi) 和 (on, vx)， 因 图 满足 三 角 不 等 式 wvi, wb) 所 
加 《vis 妇 ) 十 ww(2;, vx)， 故 有 


WO EWO) (B) 
由 式 《4》 和 《B)》 即 得 
WO/W(H) <2 
这 一 算法 的 计算 复杂 性 主要 在 第 1 步 和 第 2 步 ， 第 一 步 是 求 图 的 最 小 生成 树 ， 和 如果 我 
们 采用 Prims 算法 ， 其 复杂 性 为 0 (22)》 级 ， 第 2 步 是 用 深度 优先 搜索 法 ， 其 复杂 性 为 0 
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《Cmax(n、|E1))， 可 见 这 一 算法 的 复杂 性 是 低 阶 多 项 式 级 的 ， 而 4 能 保证 在 2 以 下 ,所 以 


不 失 为 一 较 好 的 算法 。 
如 果 对 这 一 算法 给 予 改 进 ， 还 可 以 使 < 值 降 低 ， 这 就 是 下 面 介绍 的 算法 。 


四、 最 小 权 匹配 算法 


算 靶 步骤 如 下 : 

1. 求 出 图 G 的 最 小 生成 树 工 

2， 构造 图 G'(G' 是 由 了 的 所 有 奇 次 结 点 以 及 它们 之 间 关 联 的 边 组 成 ;， 求 出 G' 的 最 小 
权 完 全 匹配 4。 

3， 将 好 的 边 加 到 了 上 得 到 欧 拉 图 G* 

4。 求 出 G* 的 欧 拉 回 路 Co 

5. 按 访 问 的 先后 次 序 检查 Ce 将 以 后 出 现 的 重复 结 点 删除 (最 后 一 个 结 点 不 能 删除 )， 
得 到 一 个 结 点 不 重复 的 回路 C ， 即 为 所 求 的 五 回路 。 

算法 说 明 ， 

本 算法 与 算法 (三 比较， 都 是 首先 求 出 图 的 最 小 生成 树 , 不 同 的 是 这 里 用 第 2 、3 ， 
4 步 取代 算法 〈 三 》 的 第 2 步 。 由 于 吞 次 结 点 的 数目 一 定 是 偶数 ， 所 以 G' 含 偶数 个 结 点 ， 
因此 一 定 能 求 得 最 小 权 完 全 匹配 履 ， 和 将 匹配 边 加 到 了 上 得 到 图 G*+，G* 的 所 有 结 点 都 是 侦 
次 ， 因 而 是 欧 拉 图， 可 以 求 出 欧 控 回 路 Co， 以 上 各 步 计算 的 时 间 复 杂 性 都 是 多 项 式 级 的 。 

例 8.16 如 例 8.15， 现 将 求 出 的 最 


pe a re 本 小 生成 树 了 重 画 出 如 图 8.61( 2 ) 所 示 。 这 
里 了 的 6 个 结 虚 都 是 奇 沈 点 ,因而 G'=G， 
本 少 9 求 出 G' 的 最 小 权 完全 匹配 
pp M={{v, v5), (V2, v3), (pa ye)} 
和 人 的 和 将 对 的 边 加 到 下 上 得 到 图 G*， 如 图 8,61 
aT (by G6” (D ) 所 示 。 
图 8.61 由 G* 得 到 欧 拉 回 路 


Co= (V1, Ys, V1, V2 Ys, Wi, Va, Yes OLY 
依次 删除 Ce 中 间 重 复出 现 的 结 点 得 到 C 
C=(0, vs, V2, V3, V4, Ve Wi) 
C 即 为 所 求 的 最 优 五 回路 ， 这 里 
WC)=12 
定理 8.26 对 最 小 权 匹 配 算法 ， 有 


3 
<3 
证 ， 在 定理 8.25 的 证 明 中 已 得 出 


WCEW(Co) 


这 里 Co 是 由 7 和 对 的 边 组 成 的 回路 ， 故 
WC)=WT) + WM) 


设 妃 是 图 的 最 优 互 回路 ， 因 而 
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WI) <WH) 
只 要 证 明 
WU EEWH) 


即 有 
WO EW CY =WT) + WM LDWH) 


定理 即 可 得 证 。 下 面 我 们 证 明 这 一 不 等 式 。 

已 知 及 是 G 的 最 优 五 同 路 ， 它 通过 G 的 每 一 结 点 一 次 且 仅 一 次 ， 如 图 8.62 中 的 实 线 所 
示 ， 图 中 的 实心 泣 点 表示 生成 树 T 上 的 奇 次 结 点 ， 空 心 圆 点 则 表示 了 上 的 侦 次 结 点 。 

现在 我 们 沿 着 豆 的 轨迹 构造 一 新 的 回路 C"， 即 在 召回 路 o 
上 和 如 直到 空心 洱 点 则 绕 过 去 〔 即 用 空心 泣 点 前 后 两 个 实心 加 
点 之 间 的 边 代 考 空心 圆 点 的 关联 边 ) 如 图 中 的 虚线 所 示 ， 出 
王 图 满足 三 角 不 等 式 ， 故 

WIC) EWUH) 

CY 上 结 点 爹 是 了 的 奇 次 结 点 ， 数 日 为 偶数 ， 因 而 在 C' 上 
可 以 构造 两 个 完全 匹配 MM, 和 1:， 两 个 匹配 的 边 交替 出 现 ， 网 862 
且 


WCY=WOMD) i WM) 
选 其 中 一 -个 权 较 小 的 匹配 ， 不 妨 设 为 六 ,， 则 
WM EIWC) ET WH 


在 前 面 的 算法 中 我 们 求 出 的 匹配 是 了 中 奇 次 结 点 之 间 的 最 小 权 匹 号， 故 Mi, 的 权 不 会 
小 于 对 的 权 ， 即 


WO EWM) 
所 以 WMD SW I 


综观 上 述 四 种 算法 ， 在 满足 寺 算 复杂 性 为 多 项 式 量 级 的 条 件 下 ， 最 小 权 匹 配 法 是 较 好 
的 一 种 近似 算法 ， 目 前 还 没有 一 个 更 为 有 效 的 近似 算法 ， 能 使 < 值 比 定 理 8,26 给 出 的 w“ 值 
更 小 。 


5 8.10 用 分 被 定 界 法 解 货 郎 担 问题 


上 一 节 给 出 的 算法 都 是 货 郎 担 问题 的 近似 解 ， 这 一 节 我 们 讨论 用 分 枝 定 界 法 求 出 精确 
的 最 优 货 朗 担 同 路 。 在 满足 三 角 不 等 式 的 条 件 下 ， 也 就 是 求 出 最 优 玉 癌 路。 

我 们 知道 ， 五 同 路 是 通过 图 的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 ， 对 于 完 爹 图 来 涪 ， 不 同 
的 召回 路 实际 上 是 结 点 的 不 同 排列 ,为 了 避免 重复 都 指定 一 个 结 点 作为 排列 的 第 一 个 结 点 ， 
因此 *%* 阶 完全 无 向 图 有 《x% 一 1)!1/2 个 不 同 的 排列 ， 因 而 有 (#* 一 1)1/2 个 不 加 的 五 回路 ， 
对 于 志 阶 完全 有 向 图 ， 则 有 (2 一 1T)! 个 不 同 的 如 回路。 例如 5 个 结 点 01,22,03，04，vs 的 完 
全 有 向 图 ， 共 有 24 个 不 癌 的 吾 回 路 ， 即 
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Vis V2, V3 U4 Vss Uy 


Di Day Vs V5, V4 OL 


Vis ss Was V3r Vas Vy 
我 们 可 以 构造 一 标 状 态 空间 树 来 描述 问题 的 解 ， 如 图 8.63 所 示 , 这 时 间 题 的 状态 空间 
树 是 以 结 点 mw 为 根 ， 高 为 4 的 一 棵 正则 树 ， 共 有 《mw 一 1)1 片 树 时 ,从 树 根 到 每 一 片 树叶 的 
路 径 ， 表 示 五 回路 的 一 个 解 。 


图 8.63 


前 面 已 讲 过 ， 当 % 较 大 时 ， 企 图 遍历 具有 〈2# 一 1)! 片 树叶 的 状态 空间 树 ， 它 的 计算 量 
是 难以 接受 的 。 分 枝 定 界 法 就 是 根据 一 些 约束 条 件 ， 只 产生 解 的 部 分 状态 空间 树 ， 从 而 加 
速 搜索 过 程 ， 即 通过 计算 一 小 部 分 可 行 解 即 可 从 中 找到 最 优 解 , 因 面相 对 地 减少 了 计算 量 。 
这 里 分 枝 和 定 界 是 算法 的 基础 。 现 分 述 如 下 
一 、 定 界 
所 谓 定 界 ， 就 是 求 出 问题 解 的 上 、 下 界 ， 通 过 当前 得 到 的 下 界 排出 一 些 次 优 解 ， 为 最 
终 获得 最 优 解 提示 方向 。 
对 于 上 界 ， 可 以 任 取 一 条 召回 路 ， 令 其 权 值 为 上 界 的 初始 值 。 不 失 一 般 性 ， 下 面 我 们 
以 #* 阶 完全 有 向 图 作为 讨论 对 象 。 于 是 任 选 一 条 殖 回 路 : 
C= 0, Vo) 
它 的 权 
WO)= BD wv) 
oN EC 
显然 ， 景 优 玉 回路 的 权 不 会 超过 W(C )， 于 是 就 令 印 (C ) 作 为 可 行 解 的 上 界 。 
对 于 下 界 的 求法 朗 复 杂 一 些 。 它 需要 从 图 的 距离 矩阵 着 手 给 予定 义 。 
在 $7,2 中 已 给 出 求 图 的 距离 矩阵 的 算法 ， 对 于 带 权 完全 图 在 满足 三 角 不 等 式 时 ， 图 
的 邻接 矩阵 也 是 图 的 距离 矩阵 。 这 里 我 们 规定 矩阵 元 素 Gi 二，v1 EV。 例 如 下 面 是 一 个 
5 阶 带 权 完 全 有 向 图 的 距离 矩 手 忆 : 
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因为 召回 路 是 通过 图 的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 间 路 ， 对 图 的 距离 矩阵 的 每 一 行 ， 任 
何 一 个 五 回路 必然 含 读 行 的 -~ 个 且 仅 一 个 元 素 ， 对 列 的 情况 也 是 一 样 . 求 图 的 最 优 五 回路 ， 
相当 于 在 距离 矩阵 中 找 出 4 个 元 素 ， 使 它们 既 不 同行 也 不 同 列 ， 而 且 宅 们 之 和 为 最 小 值 。 
显然 直接 在 矩阵 上 寻找 是 相当 复 末 的 。 为 此 我 们 将 乍 阵 进行 简化 ， 并 根据 简化 矩阵 构 造 状 
太空 间 树 。 

将 矩阵 的 行 〈 或 列 )》 中 各 元 素 减 去 本 行 〈 或 列 》 最 小 元 素 之 值 ， 称 为 对 行 〈 或 列 ) 的 
简化 ， 从 第 行 ( 或 第 j 列 各 元 素 喊 去 的 最 小 值 ， 称 为 第 行 ( 或 第 7 列 ) ) 的 约 数 ， 
记 作 z(ti) (或 x'(7))。 荐 矩阵 元 素 为 非 负 值 ， 惩 阵 的 每 一 行 和 每 一 列 都 已 简化 , 得 到 的 怎 
泛称 为 原 算 阵 的 简化 矩阵 ， 所 以 ， 简 化 盾 阵 移 每 一 行 每 一 列 都 至 少 有 一 个 零 元 素 。 

以 上 面 的 距离 矩阵 刀 为 例 ， 经 过 各 行 简化 后 得 到 D,， 在 D, 中 ， 除 第 4 列 外 每 列 都 已 
有 和 零 元 素 ， 因 此 只 须 对 第 4 列 简化 ， 最 后 得 到 也 的 简化 矩阵 D 如 下 。 


ow Ve V3 (2) Wi 
vc 0 15 6 2、25 gc 0 15 3 2、25 
10 cc 12 25 20|5 wwI0o cc 12 22 20|5 
Dw, ls 14 oo 5 1 Dhs ic 2 ol1 
wl|l3 44 18 cc 0|8 vl3 44 18 cc 016 
vw 1 1 0 3 oc’7 vw 15 1 0 0 ec 了 7 
rj)0 0 0 3 0 
矩阵 简化 后 ， 称 各 行 、 列 约 数 之 和 
r=? + Dr (分 (8.7) 


为 原 年 阵 DD 的 约 数 。 如上 便 
+ =(25+5+1+6+7)+3=47 
若是 简化 前 的 一 个 及 回路 ， 什 阵 简 化 后 ， 这 个 回路 的 权 必 减 小 而 有 如 下 定理 
定理 8.27 设 力 =(4i)) 是 给 定 图 的 距离 兴隆 ，D 一 (4;) 是 刀 的 简化 矩阵 ， 若 C 是 
G 的 任何 一 条 互 回路 ， 则 有 
BD d= DD dtr (8.8) 


HEC wv EC 
证 : 因 任 一 五 回路 有 所 条 边 ， 每 一 条 边 (v:,on 仅 与 也 中 的 一 个 元 素 di; 对 应 ， 矩 阵 简 
化 后 ， 扣 , 驴 仅 与 中 的 一 个 元 素 a1 对应， 简化 时 第 ? 行 减 去 约 数 * (+ )， 第 了 列 减 
去 约 数 ”7)， 故 
到 攻克 一 多 从 一 六 (F) 
即 Cj 一 二 呈 十 (的 十 7 (7) 
对 所 有 的 (v;,w3) E C 均 成 立 。 由 于 不 存在 同一 行 〈 列 》 中 有 两 个 元 素 对 应 的 边 痢 在 问 
路 C 中 ， 改 
a= dtr tr (7)) 


《rp 区 加 PEC 
= BD dt 3 (+N) 
oonEC j= 
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= DD itr 和 
Cp EC 
这 一 定理 告诉 我 们 ， 兰 C 是 原 有 矩阵 刀 中 形成 的 最 优 环 回 路 ， 则 在 简化 卸 阵 DP' 中 仍 
然 是 最 优 瓦 回路 。 其 次 ， 若 九 ' 中 各 行 各 列 的 零 元 素 构成 一 条 瓦 回路 ， 则 这 条 回 路 就 是 最 
优 五 回路 ， 这 是 因为 零 元 素 在 所 在 揭 行 或 列 中 是 对 应 最 小 权 的 边 ， 由 此 可 知 ， 任 何 一 条 鼠 
回路 的 权 不 可 能 小 于 * ， 因 而 + 就 是 失 阵 简化 前 豆 回 路 权 的 下 界 。 
车 您 阵 简化 后 ， 零 元 素 还 不 能 形成 及 回路 ， 我 们 可 以 从 这 些 元 素 中 选择 一 些 边 构 成 回 
为 此 我 们 可 以 构造 一 棵 二 元 树 ， 这 就 是 下 而 要 介绍 的 分 枝 。 


日 


各 


回 


路 


二 、 分 枝 


二 光 梯 是 这 样 构 造 的 ， 结 点 表示 及 回路 的 集合 ， 根 结 点 表示 所 有 及 回路 的 集合， 标 
(3,7) 的 结 点 表示 含 vi, 边 的 所 有 五 同 路 构 成 的 子 集 ， 标 ($7) 的 结 点 则 表示 不 含 
人 v1,27) 边 的 所 有 瑟 回 路 构成 的 子 集 ， 著 结 点 (i, 了 》 继续 分 校 ， 下 面 标 (AP 的 点 表示 茎 
售 吕 ,只 边 又 含 vx,w) 边 的 所 有 五 回路 构成 的 子 集 ， 而 标 %，7)》 的 点 则 表示 含 01,9) 边 
但 不 含 (vss 史 的 所 有 五 回路 构成 的 子 集 ， 如 图 8.64 所 示 。 
如 果 继 续 分 枝 下 去 ， 则 子 集 将 越 分 越 小 。 这 时 须 用 下 界 进行 
检查 ， 即 在 分 枝 过 程 中 ， 当 有 某 一 回路 子 集 的 下 界 大 于 另 一 子 
集 的 下 界 时 ， 则 前 者 对 应 的 结 点 不 再 分 枝 。 

一 般 情况 下 ， 先 选 零 元 素 #8;;=0 所 对 应 的 边 (or 91) 进 
人 回路 ， 选 定之 后 ， 可 以 删除 所 在 行列 的 元 素 〈 或 将 这 些 元 
素 都 置 c》， 在 以 后 的 讨论 中 不 再 考虑 ， 此 外 ， 当 (or，o7 选 
和 人 后， 为 了 避免 以 后 可 能 将 边 (op v) 也 选 和 人 回路 而 形成 
《on597) (vj ) 于 回 路 ， 这 时 应 置 zi 一 c， 这 种 处 萤 应 


图 8.64 


随和 人 每 一 条 边 的 选 入 一 同 进行 。 
在 简化 卸 阵 D 中 ， 每 一 行列 都 有 零 元 素 ， 应 选 哪 一 个 零 元 素 所 对 应 的 边 进 入 回路 , 通 
常 有 如 下 两 种 选择 
《1) 在 所 有 d'i;=0 的 元 素 中 ， 选 择 使 得 
A min{dn} t+ mintdy} 


值 最 大 的 所 对 应 的 边 orsop 。 
这 是 因为 当 边 wyop 选 入 回路 后 ， 这 条 边 所 在 的 行 和 列 的 其 他 边 邦 不 能 再 进入 回路 ， 
这 样 选择 时 ， 与 它 同一 行 的 最 小 边 和 同一 列 的 最 小 边 的 权 和 是 所 有 ef';; =0 的 边 中 最 大 的 ， 
这 就 保证 在 去 掉 第 ; 行 第 了 列 的 元 素 后 ， 权 和 的 下 界 上 升 较 慢 。 
(2 ) 在 所 有 &ii 一 0 的 元 素 中 ， 选 择 使 得 
SD= 也 dnt DAs 


Fe A 
diRF 天 


为 最 大 的 所 对 应 的 边 (pro 。 
这 种 选 法 其 目的 与 ( 1 ) 相 同 ， 
现在 以 前 而 给 出 的 撼 阵 刀 及 简化 怎 阵 D' 为 例 ， 说 明 分 枝 过 程 如 下 。 
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在 矩阵 D' 中 有 6 个 零 元 素 ，Q ear8 as Geass 我 们 采用 选 泉 方法 (1), 于 是 有 
A(l,2)=2+1=3, A(2.1)=12+3=15 
A(3,5)=2+0=2, A(4,5)=3+0=3 
A(5,3)=0+12=12, A(5,4)=0+2=2 
其 中 A(2,1) =15 最 大 ， 故 选 泽 边 (ws,v1)， 于 是 从 根 结 点 (表示 所 有 回路 集合 ”引出 两 个 
分 枝 ， 一 个 引 向 结 点 (2，1)， 表 示 含 边 (0:，w) 的 所 有 回路 构成 的 子 集 ， 一 个 引 向 结 点 
(2，1)， 表 示 不 含 边 (v2,%1) 的 所 有 回路 构成 的 子 集 。 
对 结 点 〈2,1)， 我 们 将 矩阵 刀 ' 中 的 第 了 行 和 第 了 列 的 元 素 全 都 置 cc (或 将 这 两 行 峰 
除 ) 并 置 六 :一 c<， 得 到 对 应 王 该 点 的 矩阵 及 简化 矩阵 如 下 : 


用 WV 以 生计 和 
yi cc 15 3 2 re cc 13 1 0、2 
mlec cc cc 民 |e cc ee rm oe 
wle tc 2 ol wl 13 oo 2 olo 
wd 44 18 cc "| wl 43 18 cc 0|0 
ve 1 0 0 oo cc 0 0 0 %’0 

r’ (7) 1 0 0 0 


加 

在 简化 过 程 中 得 到 约 数 为 3， 加 上 第 一 次 简化 的 约 数 为 47， 于 是 对 应 于 该 点 的 约 数 
《下 界 ) 为 + 一 47 十 3 一 50 

对 结 点 (2，1)， 我 们 将 D' 中 的 名 置 cc 然后 进行 简化 得 到 简化 矩阵 如 下 : 


Dh tH VV vs 7 
uf 0 15 3 2 ul 0 15 3 2、0 
wl cc 12 22 20 mo ce 0 10 8 | 
wllg 14 cc 2 0 wl|ls 14 2 010 
wj3 4 18 ce 0 mlo0 44 18 cc 0 | 0 
% 15 1 0 0 上 ww 12 1 0 0 ec 0 


"7)3 0 0 0 ol 

由 此 得 7 =47+15 一 62， 如 图 8.65(a ) 所 示 。 由 子 树 的 左 几 子 的 下 界 大 于 右 儿 子 的 下 
界 ， 因 此 暂停 对 左 儿 于 的 分 枝 而 对 右 儿 子 继续 分 枝 。 

对 应 结 点 〈2,1》 的 简化 矩阵 中 ， 有 6 个 零 元 素 Qs，43s，d4s，dsz，4dss，4;s， 重 复 前 
面 的 选择 方法 得 出 gss 所 对 应 的 边 (v4,vs) ， 于 是 由 点 《2,1) 引 出 两 个 分 枝 ,一 到 点 (4,5)， 
另 一 到 点 (4，5)， 如 此 继续 下 去 即 得 到 图 8.65( b ) 的 状态 树 。 

可 以 看 到 此 时 右 分 枝 的 两 片 树叶 的 下 界 已 大 子 左 分 枝 ， 继 续 分 枝 下 去 下 界 还 要 增加 ， 
因此 应 回 漳 对 点 (2，1》 进行 分 枝 ， 得 到 图 8.66 所 示 的 状态 树 。 

由 图 可 见 ， 结 点 〈1,2)》 是 一 个 解 结 点 ， 由 树 根 到 此 结 点 经 过 的 边 是 

4 一 >]， 2 一 >3，3 一 5， 5 一 >4，I 一 2 
因而 得 到 最 优 五 回路 为 
5 
W({C)=62 
货 郎 担 问题 的 分 枝 定 界 算法 
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和 再 8.65 


» Em1, L$, PARENT(1)0, Usoo 


设 4, 是 距离 矩阵 刀 的 简化 扎 阵 ，r: 是 了 的 约 数 


. CD Ne 0 


While E(E)<U do 
begin 


， 设 4 四 古 EE 的 简化 矩阵 4z 中 满足 4s (i, 让 一 0 且 使 得 Az(z 力 最 大 的 一 条 边 


ET(N+ D0,); ET(N+2)e-(0,0) 
Axri—Ass Anr2eAs 
将 Aw+: 的 第 i 行 及 第 7 列 的 一 切 元 素 置 ， 并 且 Aw+1 (j,i) 一 oo 
将 Aw;1 简化 成 44+1,， 设 约 数 为 zn， 
CN+I)C(E) tr PARENT(N+1)eE 
这 和 N+1 是 一 个 解 结 点 有 CCN+1)<U 
then UC(N+1); ans—N+1 
else 过 N+1 不 是 解 结 点 有 CON+1)<U 
then 将 (N+1) 加 入 表 工 中 
Anrz($y Foo 
将 Awtz 简化 成 Aw+s， 设 约 数 为 rw+z 
CON+2) 一 C(B3)+Tywra PARENT(N+2)E 
这 C(IN+2)<U then 将 (N+2) 加 入 工 中 
NeN+2 
从 工 申 删 去 CCX)>U 的 一 切 活 结 点 X 
sf 工交 $ then 从 工 中 选 出 有 最 小 下 界 函 数值 C( 蕊 ) 的 结 点 和 赋 给 歹 ， 并 从 工 中 


删除 这 个 结 点 。 


22. 


elseC (已 ) 一 cc 
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end 
23, Print (‘Least cost=’,U) 
24, While ans 天 0 do 
begin 
25, Print(ET(ans)) 
26, anse~PARENT(ans)) 
end 

算法 说 明 ， 

如 为 上 界 值 ， 其 初 值 置 ，C(XX) 为 结 点 下 的 下 界 国 数 ， 工 为 活 结 点 表 ， 不 可 能 产生 
解 的 结 点 称 为 死结 点 ， 只 要 有 一 个 世子 不 是 死结 点 ， 就 将 此 结 点 加 入 医 结 点 者 工 中 。 互 为 
当前 扩展 结 点 ，PAREN( 且 ) 为 基 的 父亲 ，axns 为 回答 结 点 。 

在 算 歧 中 ， 先 行 后 列 和 先行 后 行 的 简化 顺序 产生 的 简化 矩阵 ， 一 般 来 说 是 不 同 的 9。 如 
果 最 优 五 回路 是 唯一 的 ， 答 案 不 会 改变 ， 否 则 不 同 的 简化 顺序 可 能 会 得 出 不 同 的 最 优 五 
则 路 。 

分 枝 定 界 法 解 货 郎 担 问题 的 计算 复杂 性 ， 在 最 坯 情况 下 是 0(n:2”")， 因 为 算法 不 可 如 
免 地 权 在 整个 状态 空间 树 上 进行 搜索 ,即使 产生 部 分 状态 树 ,生成 的 结 点 个 数 仍然 是 0(2”) 
级 的 ， 对 每 个 生成 结 点 计算 一 个 简化 矩阵 ， 需 要 时 间 0 (wr?)， 但 是 ,如 果 定 界 函数 选 得 好 ， 
可 以 得 到 一 个 小 得 多 的 常数 因子 。 


习题 与 思考 题 


1， 判 定 图 8.67(a )，(b ) 的 图 能 否 一 笔画 出 。 
2. 求 出 图 8.68 所 示 的 图 的 欧 拉 回路 〈 按 寻 迹 路 线 给 边 标 号 》 


图 8.67 图 8.68 


3。 构 造 一 个 欧 拉 图 ， 它 的 结 点 数 %* 和 边 数 满足 如 下 条 件 
(a) ,2m 的 奇偶 数 相同 
(Cb) x,m 的 奇偶 数 相反 
如果 不 可 能 ， 说 明 原 因 。 
4， 确定 #* 取 怎样 的 值 ， 完 全 图 天 ,是 忆 图 。 
5。 设 G 是 具有 个 奇 次 点 的 图 ， 间 至少 加 多 少 条 边 到 G 中 ,才能 使 得 到 的 图 是 EE 图 。 
6， 图 8,69 表示 一 座 房 子 的 平面 图 , 问 是 否 存 在 一 条 通过 各 个 门 一 次 且 仅 一 次 的 通路 。 
7。 根据 给 出 的 算法 ， 用 一 高 级 语言 编 出 求 欧 拉 回 路 的 程序 上 机 调试 通过 。 
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8， 试 用 Fleury 算法 求 图 8,70 所 示 图 的 欧 拉 回路 。 
9， 试 用 奇偶 点 作业 法 求 图 8.71 所 示 的 网 络 的 最 优 投 递 回路 。 


图 8.6% 


图 38.79 


10. 试用 Edmonds 算法 解 第 9 题 。 
.11， 证 明 ， 每 一 个 有 向 欧 拉 图 〈 无 犯 点 ) 是 强 连通 的 。 构 造 一 个 反例 说 明 其 着 命 题 不 


成 立 。 


12。 证 明 : 洲 至 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 瑟 是 五 的 真子 图 而 且 也 是 一 个 有 向 欧 拉 图 , 那么 


是 一 个 有 向 欧 拉 图 
13。 试 用 递 向 


14， 求 输出 


15。 找 出 一 种 9 个 4,9 个 5，9 个 < 的 图形 排列 ， 使 由 字母 


EOE,=E—E, 
寻 迹 法 求 图 8.72 所 示 和 的 有 向 图 的 有 向 欧 拉 
个 二 进 制 码 信息 的 鼓 轮 设计 。 


EE] 


为 3 的 27 个 字母 仅 出 现 一 次 。 
16， 求 一 个 由 7 个 0 和 7 个 1 组 成 的 循环 序列 ， 使 得 除 0000 和 1111 外 的 所 有 4 位 二 
进 制 数 都 作为 这 个 序列 的 一 段 而 出 现 。 
17， 对 于 图 8.73(a),(b),(c) Cd) 所 示 的 4 个 图 指出 哪 一 个 是 欧 拉 图 ， 哪 一 个 


是 哈密 尔 顿 图。 


路 。 


{4 ,5 ，6} 组 成 的 ， 长 度 


图 8. 


72 8,73 


18， 画 一 个 图 ， 使 它 
(a 》 有 一 条 欧 拉 路 径 但 没有 哈密 尔 屯 路 径 。 


《b ) 有 哈密 


尔 上 路 径 但 没有 欧 拉 路 径 。 


《ec ) 既 没 有 欧 拉 路 径 也 没有 哈密 尔 屯 路径。 
19. 证 明 ， 车 一 个 图 G 中 存在 一 个 结 点 2 有 deg(v) =1， 那 么 6 一定 不 是 及 图 。 
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20. 设 C 是 连通 图 G 的 一 条 回路 ， 若 删 去 C 的 任 一 条 边 得 到 的 都 是 G 的 基本 路 径 ， 证 
明 G 是 五 图 


21。ww 个 结 点 的 简单 图 ， 营 它 的 边 数 至 少 是 学 (% 一 1) (w 一 2) + 2 ， 证 明 它 必 人 一 条 本 


回路 。 

22， 图 8.74 所 示 的 两 图 中 有 没有 哈密 尔 顿 
路 径 。 

23. 设 G 是 一 个 完全 偶 图 到,s, 试 证 : 

(4) 车 史 一 #， 则 6 是 互 图 

Cb) 若 m4 去 #， 则 如 为 非 卫 图 

24。 证明， 闭 G 是 自 补 图 则 G 有 HH 路 C8) . {hb} 
径 。 图 8.74 

25。 教室 里 有 5 排 椅子 ， 每 排 5 张 ， 每 张 祷 子 坐 一 个 学 生 ， 如 果 一 周 后 每 个 学 生 都 必 
须 与 他 相 邻 的 某 一 个 同学 〈 前 后 左右 ) 交换 位 置 ， 问 应 当 怎 样 换 ? 

26。 求 出 图 8.75 中 有 向 图 的 全 部 有 向 五 回 路 。 

27。 试 用 标记 站 判定 图 8.76 所 示 的 图 是 否 存在 五 路 答 。 

28。 试用 回 湖 法 求 图 8,77 中 无 向 图 的 所 有 互 回 路 。 


D2 
< 
加 @ 
J 的 


图 8.76 图 8,77 


加 


29。 试 用 矩阵 靶 计算 第 28 题 

30。 分别 用 最 邻近 法、 逐次 修正 法 、 重 绕 最 小 生成 树 法 和 最 小 权 匹配 算法 求 图 8.78 
带 权 完全 无 向 图 的 景 优 吾 回 路 。 

31。 对 图 8.79 所 示 的 带 权 有 向 图 ， 求 最 优 玉 回 路 。 


回 


路 。 


32， 对 图 8.80 所 示 不 满足 三 角 不 等 式 的 带 权 网 络 ， 试 求 最 优 货 郎 担 
33, 设 G 是 满足 三 角 不 等 式 的 带 权 完 全 图 ， 了 是 6G 的 一 裸 景 小 生成 树 ，C 是 最 优 五 回 
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路 ， 证 明 : W(C) 志 2 WD)T 


34， 用 分 枝 定 界 法 解 下 面 的 货 郎 担 问 题 ， 这 里 马 是 5 个 结 点 v1，ww，ww，vs，w 的 距 


离 矩阵 


59 


67 


51 
60 


13 


35， 试 改变 简化 矩阵 的 简化 顺序 ， 重 作 第 34 题 ， 并 比较 所 得 结果 。 
36， 送 入 机 械 加 工 车 癌 的 每 个 工件 都 必须 经 过 由 种 机 械 的 加 工 ， 加 工 的 先后 次 序 可 以 
任意 ， 但 在 某 一 工序 机 人 台 上 的 调 装 时 间 决定 王 前 一 加 工 工序 。 各 工序 间 的 调 装 时 间 如 右 表 


所 示 ， 试 确定 最 优 的 加 工 顺序 。 


机 台 
从 和 B c pp 
机 侣 入 | 15 20 6 
B 30 ~ 30 了 
C 25 325 、 15 
了 D 20 35 10 ~、 
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第 九 章 网 络 的 流 


$9.1 流 与 切割 


在 第 二 章 我 们 普 把 带 权 图 统称 为 网 络 ， 图 可 分 为 有 向 图 与 无 向 图 两 大 类 ， 带 权 图 又 可 
分 边 带 权 、 点 带 权 战 边 、 点 都 带 权 ， 因 此 网 络 的 涵 意 是 广泛 的 ， 在 对 各 种 网 络 的 分 析 中 ， 
网 络 的 流 是 研究 网 络 的 一 重要 课题 ， 寻 求 网 络 流 的 最 大 值 ， 更 是 课题 的 主要 任务 ， 它 在 交 
通 运输 、 信 息 传递 等 方面 ， 有 着 广泛 的 应 用 。 本 章 以 运输 网 络 为 背景 ， 以 单 发 点 、 单 收 点 
的 有 向 边 权 网 络 为 重点 ， 在 理论 上 进行 较为 详尽 的 分 析 ， 给 出 求 最 大 流 的 算法 ， 在 此 基础 
上 ， 进 一 步 讨论 多 发 点 、 多 收 点 网 络 及 无 向 网 络 ， 并 将 求 最 大 流 算法 应 用 到 求偶 图 的 最 大 
匹配 问题 上 ， 最 后 讨论 最 小 费用 流 。 


一 、 单 发 点 单 收 点 有 向 网 络 


定义 9.1 设 六 =(F, 瑟 ) 是 一 连通 县 无 自 环 的 有 向 图 ， 如 满足 以 下 条 件 

《 1》 有 且 仅 有 一 个 结 点 $ 《或 记 作 w)， 它 的 引入 次 数 为 零 。 

(2) 有 且 仅 有 一 个 结 点 # (或 记 作 01)， 它 的 引出 次 数 为 零 。 

(3 ) 任 一 条 边 tv;。%; &《 瑟 均 有 一 非 负 数 的 权 。 
则 称 六 为 一 个 网 络 。 . 

常 称 引入 次 数 为 零 的 结 点 s 为 网 络 交 的 源 或 发 点 ， 称 引出 次 数 为 零 的 结 点 志 为 网 络 闪 
的 汇 或 收 点 ， 而 将 边 带 的 权 称 为 该 边 的 容量 。 边 vi, v7) 的 容 量 ， 记 作 C2, 站， 一 般 说 来 
Cls, 从 去 CC 的 

我 们 这 里 所 定义 的 网 络 ， 是 各 种 交通 运输 、 信 息 传递 系统 的 数学 模型 。 边 的 容量 在 不 
同 的 问题 上 具有 不 同 的 物理 意义 ， 例 如 若 N 是 一 个 交通 运输 网 络 ， 则 s 表示 发 送 站 ，t 表 
示 接 收 站 ， 其 余 结 点 表示 中 间 转 运 站 ， 边 的 容量 表示 这 条 通路 上 能 承担 的 最 大 运输 量 。 


二 、 网 上 的 流 
网 络 上 的 流 从 发 点 s 发 出 ， 通 过 网 上 的 各 条 途径 流入 收 点 ， 流 过 边 (ur, oz 的 流量 , 记 
作 (i, 让， 称 为 边 to;, 9 的 流 。 显然， 边 tv;, o) 上 的 流量 不 应 超过 边 的 容量 ， 即 
0 ESC, 7) (9.1) D5 
例如 网 络 是 一 个 油 路 运输 系统 ， 边 的 容量 表示 这 段 管 过 | 
友 许 流 过 的 最 大 流量 ， 面 流 则 表示 这 段 管 道 当 前 实际 的 流 
量 。 
定义 9.2 满足 式 (9.1) 的 网 络 称 为 相 容 网 络 。 | 人 
如 图 9.1 所 示 的 网 络 WY， 每 条 边 上 标的 第 一 个 数 表示 该 2 
边 的 容量 ， 第 二 个 数 表示 当前 流 过 该 边 的 流量 。 即 图 


Cls, 1)=8, fs, D=6," 

定义 9.3 网 络 六 上 的 某 条 边 or, v;) ， 苦 它 的 流量 等 于 容量 ， 妈 

fi, =C(, 2) 
则 称 该 边 为 饱和 边 ， 否 则 称 为 非 饱 和 边 。 

如 图 9.1， 边 tvs, 弛 ， tvs, v2) 当前 为 饱和 边 ， 其 余 均 为 非 饱 和 边 

定义 9.4 网 络 六 的 每 一 条 边 上 流 的 集合 称 为 网 上 的 流 ， 记 作 天 ， 即 
F={f0, 7)| tw, v0; EB} 

例如 图 9.1， 网 络 入 上 的 流 为 
F=1{6,4,1,5,2,7,5,2,5} 


对 于 任意 结 点 ww， 以 > 了 (5, 让 囊 示 从 vi 输出 流 的 总和， 而 以 总 了 (Ek,5) 表 示 输 入 
i 大 


几 流 的 总 和 。 
定义 9.5 ”对 网 络 的 任 一 中 间 结 点 vt《 即 vs, ps 汶 如 有 
Df = Tf,s) (9.2) 
了 在 
由 称 网 络 六 是 守恒 的 。 


守恒 网 络 是 一 种 无 损耗 网 络 ， 是 实际 运输 网 络 的 理想 化 ， 这 时 发 点 输出 流 的 总 和 等 于 
输入 收 点 流 的 总 和 ， 其 值 记 作 f(s, 纺 ， 即 


fs, DD= D7, = /0,0) 
i 四 


定义 9.6 若 网 络 站 满足 式 (9.1) 和 (9.2) 两 个 条 件 ， 则 称 下 是 网 络 NN 上 的 可 行 
流 ， 并 称 /(s,E) 为 可 行 流 丘 的 值 。 

如 图 9.1， 此 时 网 上 的 流 就 是 可 行 流 ， 它 的 值 f(s, #)=10。 

显然 ， 每 一 个 网 络 六 至 少 有 一 个 可 行 流 ， 因 为 对 任 一 条 边 (vi, v) 《EE， 如 果 令 J (i， 
让 =0， 由 此 得 的 流 必 然 满 足 式 (9.1) 和 (9.2)， 因 而 是 可 行 流 。 我 们 称 这 样 设 置 的 可 行 
流 为 零 流 。 

研究 网 络 流 的 任务 ， 在 于 寻求 它 的 最 大 流 ， 即 在 满足 式 〈9.1) 和 《9.2) 的 条 件 下 ， 
求 /(s, #) 的 最 大 值 ， 因 《9.1》 式 是 个 不 等 式 ， 这 个 问题 是 一 个 典型 的 线性 规划 问题 ， 但 
用 图 论 的 方法 来 解决 ， 更 为 简洁 有 效 。 


三 、 切 割 
定义 9.7 对 网 络 六 ==(V,E), 设 V1 和 Vs 是 斑 的 两 个 不 相交 的 非 空子 集 , 用 (V1, 72) 表 
示 始 于 7 中 的 结 点 终止 于 V: 中 的 结 点 的 边 的 集合 , 六 F, Fz) 表 示 这 些 边 上 流 的 总 和 , 即 
(Vy, Ta 一 人 or 0 6EP or6T 
fouV= 二 1 人力 
{wr vA E CV, Vs) 
如 图 9.1 所 示 ， 设 P= fa 2} ,Va={vs, 4}， 则 V1, Ve)={ (ov), 《02 0 }， 
(Pu P=5+7=12, 
定义 9.8 网 络 六 =(V,E) 的 一 个 分 离 发 点 s 和 收 点 二 的 切割 天， 是 边 的 集合 〈F， 
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素 )， 这 里 六 二 VV-V ,HseEV, teV, 
例 9.1 如 图 9.1 的 网 络 六 
(1 车 取 瑟 ={fs 02}， 则 六 二 和 sy 4 身 此 时 Ki= (7 六 二 {vy V3) (vy 
V0} 是 条 的 一 个 切割 。 
《2) 车 取 V' ={s, 0}, 则 /二 {gv vs, 04, 从， 此 时 及 =P 六 ={(s, 2 
gp) ，(pu 03)} 也 是 入 的 一 个 切割 。 
此 ， 取 不 同 的 六，( 必 须 s€《 V, feEV 一 V1) 将 得 到 不 同 的 切割 ， 但 它们 都 是 分 离 发 
点 s 和 收 点 蔚 的 。 
必须 把 这 里 讲 的 切割 与 第 三 章 讲 的 割 集 区 别 开 来 ， 切 割 是 针对 流向 而 言 ， 即 切断 了 所 
有 从 VV: 流向 六 的 流 ， 但 图 不 一 定 被 分 离 成 两 个 分 支 ， 而 制 集 却 是 从 分 割 图 来 定义 的 。 
定义 9.9 ”切割 及 的 容量 ， 是 它 的 各 边 容 量 之 和 ， 记 作 COV,, 记 ,) 或 CCK), 即 


CK)= > C0¢, 7) (9.3) 
Cy op ECV, PI) 
如 例 9.1， 因 C01;3)=9, C(2,4)=9,，C(s, 2)=7，C(1, 2)=5， 则 
CKI)=9+9=18 
C(KR)=7+5+9=21 
定理 9.1 对 网 络 六 = (F, 殊 ) 的 任 一 切割 〈P,, 产 )， 恒 有 
fs P= fp PfP, VY) 


= fT C9.4) 
i jE 夯 
jEV: iEP! 


证 ， 根 据 流 的 条 件 ， 有 
fs D-DD C0 Df,s) 


其 中 对 f(s, v) 表 示 从 发 点 :流出 的 流 之 和 ， 邢 /(v, s) 表示 流入 发 点 之 流 的 和 。 
此 外 对 任 一 结 点 wEV，(w 关 s) 均 有 
DF)— Bf)=0 
很 据 上 面 两 个 方程 ， 对 了, 中 的 所 有 结 点 包括 s ) 的 流 求 和 ， 得 到 
f ,0D= 5 (FF ,Df ) 


EPE 2 ‘ 
因为 
3 Df ,v0) = Df + fn,v) 
ME Bi 了 HED! EV! 
vED ve 
而 


2 f= DD fm+t 3 fl 
UE VL 下 #E VI HE VI 
vyEV wvED 


» 253 。 


显然 有 
jem= fo 


#E Vr 人 
vED vyEV 
故 
VC 站 = 二 fon— 7 fw 
#E VL #E VL 
vsE veEP 
=f(V ,PD) -PV) a 


这 一 定理 告诉 我 们 ， 有 从 网 络 六 的 发 点 s 到 收 点 # 的 流 值 ， 等 于 任意 一 个 切割 中 流 的 净 
值 ， 即 及 切割 的 到 到 六 的 流 减 去 从 六 , 到 V, 的 流 的 总 值 。 
推论 1， 任 一 网 络 的 流 值 均 不 可 能 超过 它 的 任 一 切割 的 容量 ， 即 
fs,t) eV ) {9.5) 
证 ， 由 定理 知 ， 对 任 一 切割 〈V,, 庆 ,) 均 有 


js 有 = DB ft) — 5 flv,w) 


#E VY #E VD 
vEP ve 


委 2 om)— 2 fo, 


#E VP, HE 
EVI vEV 


一 CC 一 2 fm) 
HE VL 
za 了 
eV VL) 中 
推论 2， 网 络 的 最 大 流 小 于 等 于 最 小 切割 的 容量 ， 即 
max( f(s, 1)) min(C(K)) 


(9.6) 
从 9.5) 式 可 知 ， 由 于 As, 及 和 CI 产 ) 的 任意 性 ，(9.6) 式 显然 成 立 。 


$9.2 最 大 流 最 小 切割 定理 


式 (9.6) 给 出 了 任意 一 个 网 络 最 大 流 的 上 界 ， 即 网 络 的 流 不 可 能 超过 最 小 切 市 的 容 

量 。1956 年 福特 《Ford)》 和 富 克 水 (Fulkerson) 提出 网 络 的 最 大 流 恰好 等 于 最 小 切割 的 

容量 ， 即 把 (9.6) 式 变 为 等 式 , 称 为 最 大 流 最 小 切割 定理 。 在 介绍 和 证 明 这 一 定理 之 前 ， 
本 先 就 需要 用 到 的 儿 个 术语 定义 如 下 


2,1 3,1 定义 9.10 网 络 和 N=(V,E) 的 一 条 从 发 点 s 到 收 点 
:a WS ’ 的 路 是 六 的 一 个 不 同 结 点 序列 Q = (po vw, …, za)， 其 中 
和 w=s, Us 册 且 @ 的 任意 两 个 里 序 结 点 mw 和 vis 1， 或 者 (vi 

oy 由 + EE， 距 者 (vst, v3) EE 


如 图 9.2 所 示 的 网 络 ,@, 一 (3, ou v2, us, 最 人 的 一 条 从 
图 9.2 s 到 + 的 路 ，Qs 二 (s, vo, on， v5, t) 也 是 一 条 从 s 到 二 的 路 。 


上 面 定义 的 路 与 第 三 章 定义 的 有 向 路 径 不 同 之 处 在 于 ， 这 里 定义 的 路 允许 路 上 边 的 方 
疝 与 路 的 走向 相反 。 如 果 不 考虑 边 的 方向 ， 则 路 的 定义 与 无 向 图 的 通路 的 定义 是 一 致 的 ， 
也 就 是 说 ， 这 里 是 对 有 向 图 的 底 图 定义 通路 的 。 

定义 9.11 在 网 络 入 一 (V, E) 的 一 条 路 @ = (so op 旭 中 ， 荐 v1, 911) EE， 
则 称 此 边 为 路 的 前 向 边 ， 著 (vi+1,w;} EE， 则 称 此 为 路 的 反 疝 边 。 

如 图 9.2， 在 路 @ 中 (s, v1) ， (va, 四 是 路 的 前 向 边 ， (gz v0 ,tvs, v2) 是 路 的 反问 边 。 
在 @ 中 ，tvz, v4) 则 是 路 的 前 向 边 。 由 此 可 见 ， 同 一 条 边 是 前 向 边 还 是 反 向 边 ， 完 全 取决 
于 该 条 路 的 走向 。 

定义 9.12 设 F 是 网 络 N=(V, EE) 上 的 流 ，/(s, #) 为 其 流 值 ，@ 是 NN 的 一 条 路 ,对 
路 马上 的 任 一 条 边 

Ca) 车 (vi， 和 二 站 地 上 

一 Co vin)}— fv >0 
并 且 
《bp) 车 wxii, so 是 反 向 边 且 
Ai= fvir, yi)>0 

则 称 @ 为 流 的 可 增 广 路 。 否 则 称 为 流 的 不 可 增 广 路 。 

由 定义 可 知 ， 车 8 的 所 有 前 向 边 都 不 是 饱和 边 ， 并 且 所 有 的 反 疝 边 的 流 都 不 为 零 ， 则 
如 是 一 条 可 增 广 路 。 

例如 图 9.2 所 示 的 路 @， 前 向 边 4s， oz 和 (ws, tz) 都 不 侈 和 ， 反 问 边 wyo> 和 syo2> 的 
流 都 不 为 零 ， 故 @, 是 可 增 广 路 。 对 于 8:， 因 前 向 边 有 饱和 边 ， 因 而 不 是 可 增 广 路 。 

如 果 @ 是 -条 可 增 广 路 ， 我 们 定义 流 的 增 县 Au 如 下 

Ao—=minA:>0 
对 于 8 上 的 任 一 条 边 ， 如 果 它 的 A;=Ao, 则 称 这 条 边 为 0 于洋 吉 轴 
例如 图 9.2 站 的 机 Q!， 对 前 向 边 (s, ww) 有 
=C(s, v0)— f(s, 9) =2—1=1 
对 前 向 边 (v， 5 有 
As 一 Co D)— fvs, b)=3—1=2 
对 于 反 向 边 (uz, pp 和 tvs, vs ， 都 有 
Ai 一 Az 一 上 


Ao=min{1, 2, 1, 1}=1 

此 时 ， 边 (8, 2) ， (vz, 95) 和 (ws, v2) 都 是 路 关于 流 的 瓶颈 边 。 

设 玉 是 当前 网 N 上 的 流 ， 如 果 存 在 可 增 广 路 日 ， 我 们 就 可 以 构造 一 新 的 网 上 流 FF'， 
使 其 流 值 f(s, i)》 比 原来 的 流 值 f(s, #) 增 加 一 个 增 量 Ao， 方 法 是 对 的 每 一 条 边 按 下 述 
规则 改变 它 的 流量 : 

《a ) 对 前 向 边 人 vi, ws ， 则 

fv VHD) sy Vit) + A 
《b》 对 反 向 边 i440 zDD， 则 

fir, VI ir, 一 An 
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显然 这 种 改变 对 每 个 中 间 结 点 ，(9,2) 式 仍然 满足 ， 而 流 经 每 条 边 的 流 仍然 满足 (9,1) 
式 ， 所 以 丸 仍 是 可 行 流 ， 但 其 流 值 f(s, 1) 较 前 增加 了 一 个 增 量 Ao。 
例如 对 图 9.2 中 的 可 增产 路 @,， 我 们 按 上 述 法则 改变 各 边 的 流 ， 即 
2 fls, elt+l 
fv un)eT 一 工 
os va) 1—1 
fo, tl+tl 
得 到 的 已" 如 图 9.3 所 示 ， 此 时 了 《s, £) = 二 4， 比 原来 的 流 值 
增加 了 1。 
图 9.3 定理 9.2 若 网 上 的 流 不 存在 可 增 广 路 ， 则 其 流入 
了 (ls, 妈 是 网 的 最 大 流 。 
证 ， 首先 我 们 对 网 六 的 各 结 点 进行 标记 ， 设 各 结 点 开始 时 均 未 标记 ， 则 结 点 的 标记 过 
程 按 如 下 步 又 进行 
《1) 对 发 点 3 标记 
《2) 对 于 边 (w, v) EE， 营 w 已 标记 而 ?未 标记 并且 有 (wv)<Clw,v)， 则 给 
9 标记 。 
《3 ) 对 于 边 (ww EE， 车 ?已 标记 而 ws 未 标记 ， 并 且 有 fw v)>0， 则 给 以 标记 。 
反复 进行 步 难 ( 2 ) 和 { 3 ) 直 到 次 的 所 有 可 能 标记 的 结 点 都 得 到 标记 为 止 ， 可 以 看 到 ， 
如 果 不 存在 证 增 广 路 ， 按 照 上 述 步 申 收 点 主将 不 会 得 到 标记 ， 由 标记 过 程 我 们 定义 一 个 切 
割 TV 六 )， 即 将 所 有 已 标记 的 结 点 划 人 子 集 六 而 将 未 标记 的 结 点 划 入 其 补 集 殊 中 , 那 
么 根据 标记 的 规则 我 们 可 以 得 出 ; 
如 果 wEV1 且 vEV,, 则 了 (9) =C(ss, v) 
如 果 wEVP! 且 wvEV， 则 /Ge v) 二 0 
于 是 由 定理 9.1 即 得 


fs d= Df 0)— Df =D ew) =e(T,, Py 


0 


HE EBP EV1 
ve 6 ve 
由 推论 2 可 知 此 时 的 f(s, 为 一 定 是 人 上流 的 最 大 值 。 ll 


通过 对 上 面 定理 的 证 明 ， 即 可 得 出 景 大 流 最 小 切割 定理 如 下 
定理 9.3 在 一 个 给 定 的 网 络 入 中 ， 流 的 最 大 信 等 子 切割 的 最 小 容量 ， 即 
max(f ls, 2))=min(C(K)) (9.7) 
证 ， 由 定理 9.2 已 知 ， 当 不 存在 可 增 广 路 时 ， 网 上 的 流 值 即 为 最 大 流 。 我 们 还 可 以 肯 
定 ， 按 标记 过 程 定义 的 切割 《V1, 这》 是 容量 最 小 的 切割 ， 否 则 如 果 还 有 容量 更 小 的 切割 
《V1 ,Pi)， 将 得 出 f(s, 及 > CGO 产 )， 与 推论 1 相 蔬 后 ， 故 
max(f ls, t))=min(C(K)) [| 
定理 9.2 的 证 明 过 程 ， 为 我 们 提供 了 寻找 网 的 景 大 流 的 方法 ， 即 从 网 的 初 始 流 Fo 开 
始 ， 找 出 一 条 可 增 广 路 0。， 然 后 使 这 条 路 上 的 流 植 增加 A,， 网 上 的 流 变 为 下 ,， 从 中 又 找 
出 一 条 可 增 广 路 Q,， 了 又 使 路 上 的 流 增加 A+;4， 网 上 的 流 成 为 2， 如 此 继续 下 去 ， 每 找到 一 
条 增 广 路 就 可 使 吏 的 流 值 增加 和 ^o， 推 论 1 给 出 了 流 值 的 上 界 ， 说 明 这 种 过 得 不 会 是 无 下 
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境 的 ， 因 此 最 终 必然 出 现 不 髓 有 任何 可 增 广 路 ， 此 时 网 上 的 流 什 f(s, 四 即 是 最 大 流 。 
怎样 等 找 一 条 可 增 广 路 ， 定 理 的 证 明 也 为 我 们 提供 了 一 种 方法 ， 即 下 节 要 介绍 的 标记 
法 。 


89.3 标 记 法 


这 一 算法 分 两 个 过 程 ， 一 是 标记 过 程 ， 二 是 增 广 过 程 ; 前 一 过 程 通 过 对 结 点 的 标记 寻 
找 一 条 可 增 广 路 ,后 一 过 程 则 使 沿 可 增 广 路 的 流 增 加 。 

在 标记 过 程 中 ， 每 一 结 点 给 予 三 个 标号 ， 第 一 个 标号 表示 读 点 的 先驱 点 ， 第 二 个 标号 
为 “十 ”或 “一 ”表示 先驱 点 与 坊 点 连接 的 边 在 可 增 广 路 中 是 前 向 边 还 是 反 向 边 ， 第 三 个 
标号 表示 这 条 边 上 能 增加 (或 减少 ) 的 流 值 Ai 


一 、 标 记过 程 4 
艺 〈 第 一 步 ): 发 点 S$ 标记 为 《S$，+，A(5)=cc) 此 时 3S 称 为 已 标记 、 未 检查， 其 
A (第 二 步 )， 任 选 一 已 标记 未 检查 的 结 点 #4 ， 若 结 点 v 与 % 邻接 且 未 标记， 则 当 ， 
(1) 车 te， EE 且 Cw )>f {wu 办 时 ， 则 将 "标记 为 (se，+，4(D)， 其 中 
A =min{A(w), Cu, 0)— fu, v)} 
之 后 ， 称 ?已 标记 、 未 检查 。 
(2) 车 亿 ， zw) EE 且 f(v， >0 时 ， 则 将 标记 为 《ww， 一 ，A(v))， 其 中 
A(W=min{A(w), fv, 4)} 
之 后 ， 称 "已 标记 、 未 检查 。 
(3 与 结 点 4 邻接 的 所 有 结 点 都 标记 完 之 后 ， 将 4 的 标记 中 的 符号 “+ ”或 “一 " 
加 上 小 略图， 表示 “已 标记 且 已 检查 。 
A4 (第 三 步 )， 重复 步 最 4 ， 直 到 收 点 # 被 标记 ， 或 者 收 点 不 可 能 获得 标记 为 止 。 如 
果 是 前 者 ， 转 向 增 广 过 程 ， 如 果 是 后 者 ， 算 法 结束 ， 所 得 流 即 是 最 大 流 。 


二 、 增 广 过 程 恕 


BB! (第 一 步 ): 令 z=t 
BB， (第 二 步 )， 若 z 的 标记 为 (9，+ ，A(z))， 则 
fg, Df lg, 2 + A 
车 z 的 标记 为 9， 一 ，A(2)， 则 
fz 9)< 一 2，9) 一 人 (及 
有 (第 三 步 ); 如 果 4= s， 则 把 全 部 标记 去 挤 ， 
转向 标记 过 程 4， 否 则 令 z=g， 转 到 Bs。 
为 了 证 明 这 一 算法 ， 特 举 一 例 如 下 
例 9.2 用 标记 法 求 图 9.4 所 示 网 络 的 最 大 流 
《图 中 边 上 的 权 表示 容量 ) 图 9.4 
解 ，, 可 任 容 假定 一 初始 值 ， 但 必 有 红 是 可 行 流 ，` 即 满足 式 (9.1) 和 (9.2)。 这 里 我 
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们 从 零 流 开始 ， 设 网 上 每 条 边 的 流 均 为 零 ， 即 f(x, 59) 一 0，(%, 巷 EE 
(一 ) 找 一 条 可 增 广 路 并 增加 其 流 值 
《4 (标记 过 程 ): 
(1) 发 点 5 标记 为 (3$， 十 ，cc) 
(2) 考察 与 5 邻接 的 点 ov 和 v。( 为 了 简单 起 见 , 以 后 用 点 的 下 标 表 示 该 点 》 
对 点 1， 因 (S$S,， DD EE, 且 C(S，1) 之 J(S, 1),， 故 
A(1)=min{A(S), C(S, D)—/f(S, D}=8 
于 是 点 1 标记 为 (S， 二 ，8) 
对 点 2， 用 同样 方法 得 到 标记 为 《S，+ ，7) 
至 此 ， 与 $ 邻接 的 结 点 都 已 标记 ，S 标记 中 的 “十 ”写成 “ 申 ”， 表 示 S 已 标记 .已 检 
查 ， 如 图 9,5 所 示 。 
《3 》 重复 步 又 4， 选 一 已 标记 、 水 检查 的 点 ， 例 如 透 择 点 1， 与 1 俩 接 且 未 标记 
的 点 只 有 点 3 ， 因 (1，3)? E 匹 ， 且 CII，3)> 1，3)， 改 
A(3)=min{A(1), C(1, 3)—/(1, 3)}=8 
于 是 点 3 标记 为 〈1， 十 ，8) 
至 此 ， 点 1 已 标记 已 检查 ， 将 它 标记 中 的 “+” 图 上 小 圈 ， 如 图 9.6 所 示 


CB,8) tl + 8) 


Cat) C3,+ 97) 
图 9.5 图 9.6 


C4) 重复 步骤 4:， 选 一 已 标记 未 检查 的 点 ， 例 如 选择 点 3 ， 与 它 邻 接 且 未 标记 的 
点 有 4 和 #。 ， 
对 于 点 4， 因 (4，3) EE 且 1(4，3)=0， 因 此 不 能 用 点 3 去 标记 点 4 。 
对 于 点 ， 因 (3, EE 且 C(3, 拉 之 1(3, 四 ， 故 
A(B)=min{A(.3), C(3, HD) —/(3, 1)}=5 
于 是 # 标 记 为 3， 二 ，5)， 如 图 9.7。 由 于 # 已 被 标记 ， 转 到 增 广 过 程 户 
五 《 增 广 过 程 


f(3, 1)e—0+5=5 
f(1, 3)<—0+5=—5 
fs, De—0+5=5 
至 此 完成 一 次 增 广 过 程 ， 如 图 9.8 所 示 。 
(二 ) 找 一 条 可 增 广 路 并 增加 其 流 值 
A (标记 过 程 );， 对 图 9.8 重新 标记 ， 得 到 图 9.9。 
召 ( 增 广 过 程 )， 从 标记 过 程 得 到 一 条 可 增 广 路 Sv 一 tf， 增值 Ao=7、 于 是 得 
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图 9.9 图 9.10 


到 图 9,10， 至 此 又 完成 一 次 增 广 过 程 。 

(三 ) 找 一 条 可 增 广 路 并 增加 其 流 值 

对 图 9.10 重新 标记 ， 得 到 图 9.11， 从 中 找到 一 条 增 广 路 'S 一 0 vs>vo， 增 值 为 
2 ， 于 是 得 到 图 9,12。 


(LB) (2, + 2) A i 
图 9.11 . 图 9.12 
《四 ) 对 图 9,12 重新 标记 ， 得 到 图 9.13， 可 见 内 和 上 都 不 可 能 再 获得 标记 ， 算 法 
结束 。 网 上 最 大 流 为 ”图 四 th 人 BD 
maxfls, =14 “ 5 


将 获得 标记 的 结 点 归 和 Ji， 不 能 标记 的 结 点 归 87 
入 疡 ， 即 = {s， ve， 0s}， 六 一 {v4 引 ， 得 到 “名 
最 小 切 番 为 

(7 万) 一 fo 0 , (0, HD} 
其 容量 为 


GD 
CW, Pr)=9+5=14 一 
可 见 网 的 最 大 流 等 于 最 小 切割 的 容量 。 


图 9.13 
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基 后 必须 指出 一 点 ， 在 标记 过 程 中 ， 如 果 选 取 标 记 点 的 次 序 不 同 ， 可 能 会 得 出 不 同 的 
可 增 广 路 ， 因 而 网 上 流 的 分 配 可 能 不 一 样 ， 但 最 大 流 的 值 是 相同 的 。 


$9.4 最 短路 径 法 


上 一 节 讲 的 标记 共有 一 明显 不 足 之 处 ,就 是 如 果 每 一 次 找到 的 可 增 广 路 只 能 增加 一 个 
单位 的 流量 时 ， 那 么 从 零 流 开始 计算 需要 进行 增 广 过 程 的 选 代 次 数 将 等 于 网 络 最 小 切割 的 
容量 minC(Zi， 严 )， 这 - -数值 可 以 是 任意 大 的 数 并 且 与 网 络 的 大 小 〈 即 网 络 的 结 点 和 边 
数 的 多 少 ) 无关。 例如 图 9.14 表示 一 个 最 简单 的 网 络 ， 设 边 to,，v) 的 容量 是 1 ， 其 余 各 
条 好 的 容量 均 为 已 ， 从 零 流 开 始 ， 交 替 地 采用 可 增 广 路 书 =(s， mn， v2, 好 和 了 ,=(s， 
名，05， 绷 ， 每 一 次 增 广 只 增加 工 个 单位 的 尝 最 ， 于 是 需要 反 揽 进行 
2 玉 次 。 

一 般 都 希望 一 个 算法 ， 它 的 时 间 复 杂 性 仅 取决 于 网 络 的 规模 
且 是 低 阶 多 项 式 的 。 为 此 不 少 人 提出 了 各 种 改进 的 算法 ， 下 而 我 
绍 由 Edmonds 入 arp 〈1972) 提出 的 一 个 算法 ， 它 的 时 间 复 洒 性 六 
O(n1E|?) 级 的 。 

图 914 算法 的 基本 思想 仍然 是 通过 有 寻找 可 增 广 路 增加 网 络 的 流 ， 最 后 达 
到 最 大 流 。 但 是 与 上 而 标记 疲 不 同 ， 这 里 是 根据 最 氨 路 径 来 选择 可 增 广 路 ， 因 而 可 以 避免 
上 而 那 种 现象 的 发 生 ， 使 选 代 次 数 减少 。 

设 网 络 W= (了 ， 互 ) ， 网 上 的 初始 流 为 下 ， 根 据 网 上 流 F ， 我 们 构造 一 个 网 络 NN? 二 
LP，E)， 这 里 NN 和 Nr 有 着 相同 的 结 点 集合 ，BB 是 这 样 确定 的 ， 即 对 任意 两 个 结 点 %* 和 
9 ，tt， 内 EE’ 当 且 仅 当 ， 

人 tb， 由 EE 并 Ct, -fu, >0 
或 ‘v2 EE 有 并 是 f(y, tw) >>0 (9.8) 

例 9.3 如 图 9.15 所 示 的 网 络 二 (V，E)，、 边 的 容量 及 流量 已 标 出 ， 求 N” 

解 : 因 (s, v1) EE， 且 Cls,， v0) 之 f(s, 1)， 元 有 (8s, v9) EE 

另 一 方面 因 人 8， vw EE 有 f(s, v1)>0, 鼓 (ws) EE’ 


图 9.15 图 9.16 


同 理 有 ( 避 ， va) EB 及 (0s, v1) EE'。 , 
此 外 ， 昌 然 tvs, 好 EE, 但 Clvss =f(vas 丰 ， 均 vs， 人 E'。 

同 理 ， 虽 然 (ws,， vz) EE, 但 f(vs， vz) 二 0， 豆 (v2， v3) 儿 EE 

其 他 情况 类 似 可 求 ， 于 是 得 到 NN” 如 图 9.16 所 示 。 
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这 样 ， 求 网 络 六 上 从 s 至 的 可 增 广 路 就 可 化 归 为 求 网 络 N" 上 的 从 s 到 的 一 条 有 
向 路 径 ， 设 N 上 一 条 可 增 广 路 为 P， 在 N5 上 与 乙 对 应 的 一 条 有 向 路 径 为 已 ， 显 然 它们 
有 着 一 一 对 应 的 关系 ， 而 且 N 中 的 边 如 果 是 瓶颈 边 ， 在 N 中 与 之 对 应 的 边 亦 是 瓶颈 边 。 

本 算法 的 基本 思路 就 是 首先 在 NF 中 找 一 条 从 3 到 # 的 最 短 有 向 路 径 ， 然 后 在 六 中 得 
到 对 应 的 一 条 可 增 广 路 〈 路 径 长 庆 是 指 路 径 中 边 的 数目 ， 与 边 的 权 无 关 )， 算 法 中 寻 找 最 
短路 径 作 为 一 个 过 程 在 主 程序 中 调用 。 算 法 如 下 。 


一 、 求 最 短路 径 P* 过 程 ，BFSPK 
begin 
1， 用 广度 优先 搜索 法 求 出 NF 中 从 s 到 其 余 各 点 ?的 距离 工 (po) (ov 取 s， 如 果 工 (= 
0， 表 示 从 s 到 v 不 存在 通路 》 
2. if L(2)=0 then PATHe—false 
else , 
begin 
.for 所 有 的 vEV， 求 出 Bi(v) 
， 了 P5< 一 一 (起 
.Wet 
. while ws do 
begin 
7. 找 一 点 0, vEB'(0) 且 (0)=L(v)+1 
8. 将 9 加 到 了 Pr 的 首 端 


9 ey 


mo 


end 
end 
end 


二 、 求 最 大 流 算法 


1， 输入 各 结 点 的 邻接 表 4(e)， 边 的 容量 及 边 中 的 初始 流 。 
2. PATH<— true 
3. while PATH=true do 

begin » 
4 求 出 Ns 中 各 结 点 的 邻接 表 B(v)， 对 每 一 条 边 (w，， 不 管 是 前 向 边 或 是 有 反 向 

边 , 记 FA(w, v9) 

5. BFSPK 
6. 让 PATH=true then 

begin 
7. 求 出 Ao=minA{w, 2)，{n, 办 EP 
8、for 所 有 (4, 少 €P do 
9。 寺 lw， 是 P 的 前 向 边 
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10. then f (4%, <e—f(w, +Ao 
ll. else f(v, #)<—f{(y, HW)—Ao 
end 
end 


三 、 算 法 说 明 

1. 在 求 最 短路 径 PE 过 程 《BFSPK) 中 ， 实 蒜 上 包含 了 用 广度 优先 搜索 法 求 从 给 定 
点 8 到 其 余 各 点 的 距离 的 过 程 ，( 即 第 1 行 )， 如 果 在 NN? 中 存在 从 s 到 # 的 有 向 路 径 ， 则 
选 一 条 长 度 最 小 的 路 径 作 为 Pr， 方法 是 从 t 着 向 时 迹 ， 即 如 果 ”是 当前 访问 的 结 点 ， 则 
下 一 个 访问 点 % 应 有 工 (4#)=L(v) 一 1。 

2. 对 BFSPEK 的 第 3 行 ，B'(w) 为 N” 中 所 有 引入” 的 边 的 起 点 集合 ， 即 

B'(w)={%| (x, VW EE} 

3。 对 主 程序 的 第 2 行 ， 设置 一 布尔 变量 PATH, 其 初始 值 为 truae， 当 PATH 为 
Jalse 时 ， 即 工 (#) =0， 表 示 已 不 存在 从 s 到 # 的 通路 ， 亦 不 存在 从 $s 到 的 可 增 广 路 ， 
此 时 阅 上 的 流 已 达 最 大 值 ， 算 法 结束 。 

4. 主 程序 的 第 4 行 ，B(o) 是 在 网 络 N* 中 ， 结 点 ? 的 邻接 天 ， 即 满足 (9.8) 式 的 所 
有 与 » 邻接 的 结 点 集合 。 

5. 主 程 序 的 第 7 行 ~ 第 11 行 是 对 网 络 六 的 增 广 过 程 ， 至 此 完成 一 次 选 代 。 从 第 3. 
行 和 ~ 第 11 行 表 示 增 广 的 迭代 过 程 ， 每 完成 一 次 迭代 过 程 ， 就 重新 构造 网 络 N* (第 4 行 》 
进行 下 一 次 增 广 过 程 。 

例 9.4 试用 最 短路 径 法 求 图 9,17 所 示 网 络 NN 一 (VV，E) 的 最 大 流 ， 边 的 容量 及 初 
始 流 已 标 在 图 上 

解 

(一 ) 1， 构造 VW ( 见 例 9.3) 得 到 图 9.18。 
2. 求 出 各 结 点 的 吾 (v) 如 下 在 网 络 N" 中 Blv) 即 为 从 ”引出 的 边 的 终止 点 集合 ): 
Bl(s)=(%, v2) 


图 9.17 图 9.18 
B(v)= (8, ta, 3), Blv2)=(8, vr, v4) 
Bly)= (un, va, Ve, 有， Bly)= (Vs, Vs, #) 
BE)=(0, ou) 
3. 求 L(v) (ss 到 ?的 最 短路 径 长 度 ) 
Lls)=0, Ly)=1, Ly)=1, Lv)=2, L(g)=2, L(t)=3 
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4. 求 B'(v) (在 NF 中 引入 v 的 边 的 始点 集 } 
B'(s)=(0, va), By)=(s, 0s, 94) B'Av:)=(8, v1, V5 04), B (Ds)=(0, 04, 
£), Bl(y)= Cv, Va, 6), BE)=(vs, 4) 

5。 Pr 一 (8)，we-t， 在 BA( 科 中 找到 点 v4 满足 (2=L (vs)+1， 天 Pr=(w, 让 
tw， 在 B'(vs) 中 ， 找 到 点 tr 符合 条 件 ， 故 了 "一 (v2，v4, 及 
we-Vz， 在 B'(wz) 中 ， 找 到 点 3 符合 条 件 ， 故 P ?一 (s，92， V4, 让 

至 此 在 N? 中 找到 一 条 从 到 t 的 最 短路 P"， 它 对 应 着 N 中 一 条 可 增 广 路 也 
6. 求 Ao==minA(w, v)，(4, 2 EP 

Ar=min{A(s, 03), Alvs, 01), Alvs, 2)} 
=min{(7—4), (9—5), (10—4)}=3 

7. fls, v2)=4+3=7 

flys, v1) =5+3=8 

fiw, =4+3=7 

至 此 ， 完 成 第 一 次 流 的 赠 广 ， 得 到 图 9.19。 
(二 ) 1， 构造 多， 得 到 图 9.20。 
2。 求 出 B(V),， L(V)，B'(v) 如 下 : 


图 9.19 图 9.20 


Bs)=(v) ,BD) = (8, vo, 3) ,Bo) = (8, vi, vO) Bys) = 0, v2, v4 1) ,BY) = 
(vs, V3, £), BE)= (Vs, v4) 
Ls)=0, Lv)=1, L092)=2, Llys)=2, Llv)=3, LD)=3, 
B'(s)= 0, 92), B'(y)=(s, 02, 93), BOY) = v3, 0) Bo)=(, Vu, £), 
B'(v)= (9, v3, DN B'(A)= (v0s, V4) 
3。 求 P?。 
Pre(t), 在 B'(#y 中 符合 条 件 的 只 有 vw， 在 B'(va) 中 符合 条 件 的 只 有 ?2， 故 得 到 
Pr=(s, 1, ta, £) 
4. 求 Ao 
Ao=min{Als, #1), Alm, v5), A(vs, D}=1 
5. fls, 0)=4+1=5, fl v3)=3+1=4, flvs, =4+1=5 
至 此 ， 完 成 流 的 第 二 次 增 广 ， 得 到 图 9,21 
) 1. 构造 N;， 得 到 图 9.22 
2， 求 Bo)， 工 (2)， 吾 (9): 
B(s)=(0), B(9)=(s, %, va), Blga) = (8, Vi, 9) ,Bly)= (9, ta, 40) 再 (4) 一 
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ve 
图 9,21 图 9.22 


(ve, V3, $b), BO) = (v3, 11) 

Ls)=0, Lv)=1, Lo)=2, L(y)=2, Lv)=3, LO)=4 

B'(s) = v2), BAW)=(8, V2, V9), By2}= (C0, v3, Ya) BDs)= CU 有， 
BW)= Cy, Va, £}, BE) = 0) 

3, 7o(t)， 在 B'() 中 符合 条 件 的 只 有 wv， 在 B'(v) 中 符合 条 件 的 有 ws 和 vv， 设 
选取 vz， 在 B'(vs) 中 符 含 条件 的 只 有 v:， 于 是 

Pr=(s, 1, ty, Vs, £) 

4. Ao=min{3, 4, 1, 3}=1 

5。 对 路 径 书 中 各 边 的 流量 均 增 加 1 ， 至 此 完成 流 的 第 3 次 增 广 ， 得 到 图 9.23 

《四 ) 1 构造 和 N'， 得 到 图 9.24 

2. 求 B(v), L(V), B'(v) 

Bl(s)=(0),B(v) = (8, Va, v3) Blv) = (8 1), BCv)= (v0 va, ye), BV) = (V2s 
Vs, £), BO) = (vs, v4) 


be 
图 9,23 9.24 


L(s)=0, Lv)=1, Lv) =2, La)=2, Lv) =3, LH)=4 

B's)={%, va), Blv)=(8, vr, v9), BA92) = 03, 204), B'Avs) = (v1, Vs, £f)» 
Blo)= (3, £), BOA) = (v0) 

3. P?e-()，get， 在 B'(#) 中 符合 条 件 的 只 有 ws， 在 B'(vs) 中 符合 条 件 的 只 有 
vs， 在 B'(vs) 中 符 含 条 件 的 只 有 wm， 于 是 

Pi=(8, v1, V3, v4 HF) 

4, Ao=min{2, 5, 1, 2}=1 

5。 对 边 ($，V1) ， V1，93) ， V4， 好 中 的 流量 增加 1 ， 对 反 疝 边 tv，v3 的 流量 减 1 * 
至 此 完成 流 的 第 4 次 增 广 ， 得 到 图 9.25 

(五 ) 1. 构造 ws 得 到 图 9.26 
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图 9.28 


2. B(s)=(v), B(W)=(s, w%, 3), B(92) =(8, 01), B03) = (9, 2), B(W)= (ve, 
v3, 1), BOO)= (Ys, 9) 

L(s)=0, Lv)=1, Lvw)=2, Llg)=2, Lm)=0, LO)=0 

因 工 ( 力 =0，PATHe-false， 计 算 结 束 。 


可 以 证 明 ， 用 最 短路 径 法 求 网 络 的 最 大 流 ， 其 选 代 次 数 不 会 超过 去 |E1*%， 从 算法 
中 可 以 看 到 ， 每 一 次 磷 代 其 计算 复杂 性 都 是 OC1E1) 级 的 ,因而 总 的 计算 量 为 O(n|E1?)。 


虽然 已 经 出 现 一 些 求 最 大 流 的 算法 ， 其 计算 量 可 以 降低 到 0(w*) 级 ， 但 由 于 这 些 算法 要 
求 较 多 的 注释 ， 我 们 就 不 一 一 介绍 了 。 


$9.5 最 大 流 最 小 切割 定理 的 应 用 推广 


在 许多 看 起 来 与 最 大 访问 题 不 同 的 问题 ， 如 果 稍 加 修改 可 化 为 最 大 流 问 题 求解 ， 这 一 
节 我 们 介绍 有 关 这 方面 的 几 个 例子 。 


一 、 多 产地 多 和 销 地 问题 


如 果 运 输 网 络 不 止 一 个 发 点 和 一 个 收 点 ， 面 是 有 多 个 发 点 s，sz，…，sm 和 多 个 收 点 
帮 ， 坟 ，…， 加 ， 假 设 都 是 输送 同一 种 货物 ， 对 此 ， 我 们 可 以 在 网 络 中 加 入 一 个 假想 发 点 8 
和 一 个 假想 收 点 i ， 并 增添 新 的 有 向 边 (s，s) ，{s，S2》，"…， (8， sm) 和 全 ， 轿 ， 人 二， 
入," ，(#o， 身 ， 同 时 指定 这 些 边 的 容量 一 律 为 +cc， 如 图 9.27 所 示 

这 样 多 发 点 多 收 点 的 网 络 就 化 归 为 单 发 点 单 收 点 的 网 络 了 ， 用 上 一 节 的 算法 求 出 最 大 
流 后 ， 把 通过 s; 点 的 流 作为 发 点 5; 发 出 的 流 ， 而 把 经 由 去 的 洗 作 为 流入 收 点 鼠 的 流 。 

例 9.5 如 图 9.28 所 示 的 双 发 点 双 收 点 的 运输 网 络 ， 求 最 大 流 和 最 小 切割 。 

解 ， 增 加 一 虚报 发 点 s 和 一 虚拟 收 点 了 及 边 (9，s0 ，，(s，s2) ，( 信 ， 妨 ，(fzs 四" 并 令 
其 容量 均 为 cc， 如 图 9.29 所 示 ， 采 用 上 一 节 算法 即 得 
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图 9.29 


maxfls, 1)=12, min(V, Pi)={(8, ao) (81, 02), (S82, V1 Cs2, 0 } 


二 、 点 权 网 络 的 极 大 流 


假如 边 的 容量 不 受 限制 ， 只 有 结 点 的 容量 受到 限制 ， 即 为 点 权 网 络 。 对 于 点 权 网 络 可 
以 化 成 前 面 讨 论 的 边 权 网 络 进行 计算 。 设 结 点 wv 的 容量 为 C(v;)， 计算 步 邓 如 下， 
《1) 将 中 分 为 两 个 结 点 vi 和; 
《2) 在 wi 与 0%; 之 间 过 一 条 有 向 边 人 "pp 人 人 ， 使 Co ap) 一 Co 
(3) 原来 网 络 中 ， 所 有 引 向 9; 的 边 均 使 引 向 v;* ， 所 有 由 岂 引出 汐 边 殉 改 由 z 引 
出 
《4 ) 原来 边 的 容量 均 令 其 为 + ce 【如果 原来 边 的 容量 是 有 限 的 话 ， 仍 可 保持 其 数 
值 ) 
对 原 网 络 的 所 有 点 按 上 面 步 骤 归 化 之 后 ， 点 权 网 络 的 最 大 流 问 题 就 化 成 为 边 权 网 络 的 
最 大 流 问 题 了 ， 而 且 对 点 带 权 边 也 带 权 的 综合 网 络 ， 亦 可 用 上 面 的 方法 求 最 大 流 。 
例 9.6 求 图 9,30 所 示 的 综合 网 络 的 最 大 流 。 
解 ， 将 结 点 分 解 后 得 到 图 9,31， 用 求 边 权 网 络 最 大 流 方法 即 得 
maxf Cs, 月 一 18 


中 10,10 友 18,10 后 12,10 约 


三 、 偶 图 的 最 大 匹配 


第 五 章 讨 论 的 偶 图 的 最 大 匹配 问题 ， 实 际 上 也 可 化 为 最 大 流 问 题 来 解决 ， 它 与 多 发 点 
多 收 点 网 络 的 最 大 流 算法 类 似 ， 也 是 增添 一 个 虚拟 发 点 和 收 点 ， 只 是 各 条 边 的 容量 均 设置 
为 1 ， 现 举 一 例 说 明 如 下 

例 9.7 求 图 9.32 所 示 的 偶 图 G=(V,E》 的 景 大 匹配 
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解 ， 由 图 C@ 按 下 述 步 又 构造 网络 G/ 
(1) 给 G 的 所 有 边 指 定 方向 (从 VV 指向 了? 
(2) 增加 一 个 发 点 8 并 从 s 到 TV 的 各 结 点 引 一 有 向 边 
《3) 增加 一 个 收 点 # 并 从 V 的 各 结 点 引 一 有 向 边 到 
(4) 令 每 一 条 边 (ws, 的 容量 Cw,0) = 1 

得 到 的 网 络 G' 如 图 9.33 所 示 。 


Vs Va 


x vi 
xXy 
x n 


x 
图 9.32 图 9.33 


按 求 G' 最 大 流 的 方法 ， 凡 流量 为 1 的 边 即 为 匹配 边 。( 与 或 # 关联 的 边 除外 ) 


89.6 最 小 费用 流 


前 面 我 们 讨论 网 络 上 的 流 ， 只 着 眼 于 在 可 行 荡 的 条 件 下 ， 怎 样 安排 网 上 的 流 ， 使 从 发 
点 输送 到 收 点 的 菠 量 达到 最 大 。 这 一 节 我 们 要 进一步 探讨 不 仅 要 使 网 上 的 流 达 到 最 大 ， 或 
者 达到 要 求 的 预定 值 ， 而 且 还 要 使 运输 流 的 费用 是 最 小 的 ， 这 就 是 景 小 费用 流 问题 。 显 然 
这 一 问题 更 具有 实际 意义 ， 因 为 任何 一 个 运输 网 络 ， 不 仅 要 考虑 如 何 发 挥 网 络 的 运输 能 
力 ， 而 且 还 应 读 考 虚 知 何 降低 运输 的 成 本 。 因 此 ， 网 络 的 任何 一 条 边 都 有 两 个 参数 ， 一 个 
是 允许 通过 流量 的 最 大 值 ， 即 边 的 容量 ， 另 一 个 则 是 流 过 单位 流量 时 需要 的 费用 ， 一 般 玉 
说 ， 由 于 结构 不 同 ， 网 上 不 同 边 的 容量 不 是 完全 相同 的 ， 同 样 道理 ， 不 同 的 边 流 过 单位 流 
其 的 费用 也 不 一 样 。 

定义 9.13 设 忆 为 网 络 六 = (7, 互 ) 上 的 芳 ，4(e)o) 表 示 流 过 边 ws, 办 《EE 的 单位 流量 
的 费用 ， 则 称 

AG PF)= DD alws0)° fC,0) C9.9) 
C009 EE 

为 网 W 上 通过 流 五 的 费用 

求 最 小 费用 流 也 有 多 种 算法 ， 但 都 有 一 个 共同 之 处 ， 即 在 求 最 大 流 的 算法 上 ， 进 行 一 
些 修 改 或 补充 ， 使 得 到 的 解 既是 网 上 的 最 大 流 (或 预定 值 )， 且 总 的 费用 a(G,) 是 最 小 
的 。 下 面 我 们 介绍 两 种 应 用 较 广 的 算法 。 


一 、 最 短路 径 法 
这 一 算法 的 基本 思路 是 ， 先 找 一 条 从 发 点 到 收 点 单位 流量 费用 最 小 的 边 构成 的 可 增 广 
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路 ， 然 后 增加 这 条 路 的 流 到 最 大 可 能 值 ， 如 此 反复 进行 ， 直 到 网 上 的 流 达到 最 大 值 ， 此 时 
总 的 费用 也 必然 是 网 上 相同 流 中 的 最 小 值 。 如 果 我 们 把 边 cs; 人 的 a(w,v) 作为 边 的 长 度 ， 
， 则 寻找 从 发 点 到 收 点 单位 流量 引用 最 小 的 边 构成 的 路 径 ， 就 变 成 了 寻找 从 发 点 到 收 点 的 一 
条 最 短路 径 。 因 丝 得 出 如 下 算 沾 
1。 以 ao 9) 为 边 tw, 示 的 长 度 ， 求 * 到 上 单位 流量 的 最 短路 径 。 
2， 增 加 该 路 径 的 流 使 达到 饱和 ， 将 路 径 中 边 的 容量 减 去 最 大 流 作为 边 的 新 容 量 ， 并 
对 前 向 饱和 边 ， 反 向 边 和 反 向 零 流 边 的 atw, v) 作 修 改 ， 得 一 新 的 网 络 
3. 对 新 网 络 重复 步 又 〈1 )，( 2 )， 直 到 再 也 找 不 到 s 到 上 的 最 短路 ， 算 法 结束 。 
算法 说 明 ， 
1， 本 算法 应 从 零 流 开始 。 
2。 在 选 代 过 程 中 ， 边 的 长 讼 〔 权 )' 可 能 会 出 现 负 值 ， 因 此 ， 这 里 将 遇 到 求 带 负 权 的 
景 短路 径 问 题 。 
3， 在 执行 第 2 步 构造 新 的 网 络 时 ， 以 及 在 寻找 新 网 络 中 从 s 到 上 的 最 短路 时 ， 应 遵 
守 以 下 规则 ， 
《a ) 当前 向 边 是 非 饱 和 边 时 ， 即 /oo v)<Clw, v)， 令 
Wu, 9) =a(g, 0) 
cl) 9) c(t, 0) ~ ft, 0) 
(Pb ) 当前 向 边 是 饱和 边 时 ， 即 (sw, 办 一 c(t 9)， 令 
w(W0) 一 cc， cl) 一 0 
《ce) 当 反 向 边 的 流 大 于 零 时 ， 即 J {4w,9) 之 0，, 令 
wv, %)= ~—a(%, 0) 
cg, V) el, O) + f (vm) 
〈《d) 当 反 向 边 的 流 等 于 零 时 ， 即 /os v) 一 0， 令 
wy) 一 cc 
〈《e) 当 反 向 边 是 饱和 边 时 ， 令 
wl, 约 ) 二 一 GE 0) 
cy, #) eH 0) 
这 里 w(wyo) 表 示 边 4, ) 的 长 度 权 》 如 果 tw, ?是 反 向 边 ， 则 clv, 4) 表 示 沿 路 径 方 
向 这 条 边 可 以 通过 流 的 上 限 ，w(v, w) 则 表示 这 条 边 的 权 (为 负 值 )。 
例 9.8 ”用 最 短路 径 法 求 图 9.34 的 网 络 的 最 小 费用 流 。 图 中 边 (w, 几 上 的 数字 表示 
a(w, 9) 和 ce(w, v) 
解 ， 以 a(w,2v) 作 为 边 tw,w) 的 长 度 ww(w, v) 得 到 从 s 到 的 一 条 最 短路 径 为 
P: s— a— 1 
其 长 度 
LIL(p)=1+1+1=3 
在 这 条 路 径 上 使 流量 增加 到 2 (最 大 可 能 值 )， 于 是 边 (s, 4) ， (a, 六 ， 45, 办 均 成 为 饱和 边 、 
得 到 一 个 新 的 网 络 如 图 9.35 所 示 
求 新 网 络 从 s 到 上 的 最 短路 径 ， 有 两 条 从 5 到 上 的 通路 ， 一 条 是 


Pi: s——>0— >c—>t 
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这 条 路 径 上 的 边 都 是 前 向 边 ， 其 长 度 为 
TI(P)=3+2+3=8 


PP: s—0—— ac——t 
在 这 条 路 径 上 边 ta, 太 是 反 向 边 又 是 饱和 边 ， 故 zw(2 4) 一 一 a(a, 5) 二 一 1， 其 长 度 为 
工 (Pi) 一 3+ (一 1 二 1 二 3 一 6 
因此 PP 是 从 s 到 的 最 短路 ， 这 条 路 的 流量 增加 到 2 (=cla, 四 )， 由 此 得 到 新 的 网 
络 如 图 9.36 所 示 。 
这 时 新 网 络 中 边 (4, 史 的 流 f(a, 5) =0, 如 果 作 为 路 径 的 反 向 边 ,其 长 度 w(5, 一 cc， 
故此 时 从 s 到 上 只 有 一 条 通路 ， 即 
PP: s—70—>c—>t 
路 径 上 的 边 均 为 前 向 边 ， 可 增加 的 流量 为 1 ， 并 使 (s, 作成 为 饱和 边 ， 得 到 如 图 9.37 所 示 
的 新 网 络 。 
在 新 网 络 中 ,已 不 存在 从 s 到 # 的 通路 ,计算 结束 。 
将 图 9.34 中 各 边 的 容量 减 去 图 9.37 中 对 应 边 的 容量 即 为 流 经 该 边 的 流量 ， 于 是 得 到 
图 9.38。 


图 9.36 


由 图 可 得 网 上 的 最 大 瀛 和 费用 
maxf (s, 1)=2+3=5 
a(G, F}=1xX2+3x3+1x2+2x1+3x3+1x2 
=26 
这 个 费用 就 是 输送 流量 为 5 时 需要 的 最 小 费用 。 


二 、 对 偶 变量 法 
与 最 大 流 问 题 一 样 ， 最 小 费用 流 问题 也 是 一 个 线性 规划 问题 ， 因 此 可 以 应 用 线性 规划 
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的 对 偶 理 论 及 互补 松弛 条 件 ， 在 各 结 点 “上 设置 一 个 对 侦 变 量 *(e)《 称 为 % 的 结 点 数 ), 作 
为 费用 控制 函数 ， 使 网 络 的 增 流 过 程 严格 按照 最 小 费用 增值 的 方向 增加 流量 ， 直 到 达到 最 
大 流 或 预定 的 数值 为 止 ， 可 以 证 明 此 时 输送 流 的 费用 也 是 最 小 的 。 限 于 篇 幅 ， 这 里 不 准备 
介绍 线性 规划 的 有 关内 容 ， 只 不 加 证 明 地 引 人 最 小 费用 流 算法 如 下 : 
1 for 所 有 的 wET Co x(#)*-0 

2. for 所 有 的 (oz, vw) 《E do f(w, 2)0 

3. TEST 一 >true 

4。 用 标记 盖 找 可 增 广 路 

5. 半 收 点 # 获得 标记 then 

begin 
， 修 改 边 的 流量 ， 若 7 一 己 计算 结束 
+ TESTe-true 
» goto4 


oo 下 四 


end 
.站 收 点 所 得 不 到 标记 then 
begin 
10. 这 TEST ben 若 了 使 六 饱和 ， 计 算 结束 
11， 修改 结 点 数 (二 (4) +1 
12. TEST«e-false 
13. goto4 
end 
“算法 说 明 ， 
1， 算 法 的 第 1 和 第 2 行为 初始 化 ， 这 时 现 络 工 的 流 为 零 流 ， 每 一 结 点 4 的 值 (ww) 也 
都 置 零 。 
2, 第 4 行 是 用 标记 法 寻找 增 广 路 ， 与 前 面 讲 的 标记 法 类 似 ， 也 是 反复 通过 标记 和 增 
广 过 程 不 断 增加 网 上 的 可 行 流 ， 最 后 达到 预定 的 数值 或 最 大 值 ， 不 过 这 里 的 标记 过 程 是 受 
到 结 点 的 =(s6) 控 制 的 ， 必 须 遵循 如 下 规则 ， 
开始 时 ， 除 发 点 S 外 ， 其 余 所 有 结 点 都 是 未 标记 的 结 点 。 若 # 为 已 标记 的 结 点 ， 则 与 
如 邻接 的 结 点 ? 必须 满足 以 下 条 件 方 可 获得 标记 : 
f(D) <elws0) 并 且 (0) 一 7(W) =a(w,9) | 


人 


或 者 C9.10) 
(ws0) 之 0 并 且 7 60) 一 (4) 二 4 (4,90) 

3， 当 收 点 上 获得 标记 时 ， 即 找到 了 一 条 可 增 广 路 ， 可 按 以 前 的 方法 增加 路 上 各 边 的 
流量 ， 即 算法 中 的 第 8 行 ; 

4。 若 # 不 可 能 获得 标记 ， 则 有 两 种 可 能 情况 ， 一 是 网 络 流 已 达到 饱和 ， 这 时 运算 结 
束 。 另 一 种 情况 是 还 未 达到 饱和 ， 这 了 时 应 修改 各 结 点 的 (2#) 值 。 间 到 第 4 行 重复 标记 过 
程 。 

5. 在 修改 结 点 的 *(w) 值 时 ， 为 了 简化 计算 ， 已 标记 的 结 点 的 (2) 值 不 变 ， 未 标 记 
的 结 点 的 <(w) 值 等 量 递增 (每 次 增加 1 
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6. 算法 第 6 行 中 的 7 为 预先 给 定 的 流 f(s, 丰 , 如 果 事 先 没 有 给 出 这 一 数值 ， 则 运算 
在 求 得 最 大 流 时 结束 。 

7， 算法 中 设置 了 一 布尔 变量 TEST， 这 是 为 了 避免 每 当 收 点 二 不 能 获得 标记 于 都 要 
去 检测 网 络 是 否 达 到 饱和 ， 有 了 这 一 布尔 变量 ， 则 只 有 当 上 一 次 标记 过 程 找到 了 可 增 广 
路 ， 而 这 一 次 收 点 未 能 标记 时 ， 才 希 要 去 检查 网 络 是 否 达 到 饱和 ， 这 样 就 可 以 节省 计算 的 
于 间 。 

例 9.9 试用 对 偶 变 量 法 求 图 9.34 所 示 的 网 络 的 最 小 费用 流 。 

解 : 1， 初始 状态 各 过 的 流 均 为 零 ， 且 置 

xls)=a(g) = = = =0 

3 已 标记 ， 与 s 邻接 的 点 4, 5 均 不 满足 式 (9.10) 的 条 件 ， 因 此 不 能 标记 ， 于 是 收 点 

也 不 能 标记 ， 此 时 显然 网 络 未 达到 侈 和 ， 执 行 算法 第 11 行 ， 有 
(8)》 一 不 (的 一 趟 (2) = =0+1=1 

回 到 算法 第 4 行 ， 重 新 标记 

2。 与 邻接 的 两 个 结 点 4 和 8 ， 由 于 

丈 ( 动 一 下 3 一 1 天 es 8) =3 
和 的 一 3 一 1 一 4 a)H f(s, a)<els, a} 

所 以 8 不 能 标记 ，& 可 以 标记 ， 于 是 已 标记 的 结 点 增加 为 {s, 对 但 此 时 未 标记 的 结 点 
与 已 标记 的 结 点 之 间 均 不 满足 式 (9.10) 故 上 不 能 标记 ， 且 TEST = false， 不 须 检查 网 络 
是 否 达 到 钨 和 即 可 修改 未 标记 的 结 点 的 值 如 下 

"(DD=7(0)=r(t)=1+1=2 

回 到 算 靶 的 第 4 行 ， 重 新 标记 

3， 此 时 结 点 久 “ 均 满 足 式 (9.10)， 已 标记 结 点 增加 为 {s,4, 5, c}，t 仍 不 能 标 记 ， 故 

RA)=2+1=3 


回 到 算 半 第 4 行 ， 重 新 标记 

4, 未 标记 点 也 对 已 标记 点 有 

TD -rb)=3—2=1=0(6, DH fb, Kes, 1) 
所 以 收 点 获得 标记 ， 于 是 得 到 可 增 广 路 
SsS-—>a——>b—t 

增加 这 条 路 上 的 流 到 最 大 可 能 值 2 ， 回 到 算法 第 《 行 ， 重 新 标记 。 

5、 批 时 5 为 已 标记 点 ， 其 余 均 为 未 标记 点 ， 用 式 (9.10) 的 条 件 检查 ， 与 * 邻接 的 两 
个 结 点 a, 5 均 不 能 获得 标记 ， 因 而 收 点 也 不 可 能 获得 标记 ， 于 是 修改 未 标记 结 点 的 = (4) 
值 , 


A(0)=1+1=2, 和 (2 一 2 十 1 一 3 
TO) 一 2 十 1 一 3 (区 一 3 十 1 一 4 
问 到 算 半 第 4 行 ， 重 新 标记 
6。 用 式 (9,10) 的 条 件 检查 可 得 ， 由 s 可 标记 点 8 ， 由 5 可 标记 点 4， 由 4 可 标记 点 
¢ ， 但 不 能 获得 标记 ， 于 是 对 结 点 修改: 
"(=4+1=5 
回 到 算计 第 4 行 ， 用 式 (9.10) 检 查 ， 收 点 # 仍然 不 能 获得 标记 ， 于 是 再 修改 其 值 
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A(D)=5+1=6 


回 到 算法 第 4 行 ， 重新 标记 


7， 用 式 (9.10) 检 查 ， 可 由 。 标记 上， 于 是 得 到 一 条 可 增 广 路 为 

一 0 一 一 

其 中 人, 马 为 反 疝 边 ， 增 广 路 中 流 的 增 量 为 2 ， 回 到 算法 第 4 行 ， 重 新 标记 。 
8， 可 由 s 标记 了， 但 其 余 点 不 能 标记 ， 修 改 其 * (sw) 值 ， 得 到 

T(0)=2+1=3, x(t)=3+1=4, "(f=6+1=7 


回 到 算法 第 4 行 ， 重 新 标记 。 


9 用 式 (9.10) 检 查 ， 结 点 4, <, 上 仍然 不 能 标记 ， 再 修改 其 值 
(CD 一 3 十 1 一 4，TKC) 一 4 十 1 一 5，T(8 肌 一 7 十 1 一 8 


回 到 算法 第 4 行 ， 重 新 标记 


10， 用 式 (9,10) 检 查 可 得 ， 由 5 可 标记 点 ,由 < 可 标记 点 上 ,于 是 得 到 一 条 可 增 广 路 


Ss—b—>—t 


流 的 增 量 为 1 。 回 到 算法 第 4 行 ， 重 新 标记 


11， 收 点 所 已 不 能 标记 ， 检 查 到 网 络 已 达到 饱和 ,计算 结束 ,得 到 最 大 流 及 最 小 费用 为 
maxf(s, )=5, a(G, F)=26 


上 面 的 选 代 过 程 可 归纳 成 如 表 9.1 所 示 ， 并 将 图 9.34 重新 画 在 天 上 。 
表 9.1 


b 
NN: 每 条 边 <#，v，》 上 标 出 a (#，v), ce (wv) 


类 rs ) rted) rle da ta) 标记 通过 的 边 标记 点 Fss) COG) Ca BB ef G6, es) 
ofolololoi,s 无 了 0 0 0 0 0 0 0 
1lolililililce,.) ss 0 0 0 0 0 0 
2|0|1|2 12 | 2 | Ca), (a,e) ce 0 0 0 0 0 0 0 
3|0|1|202 | 3 ln a BD at dab es | 2 0 0 2 0 2 0 
4|jo|1|2|1213 无 s 2 0 0 2 0 2 0 
sjol2|s|s | 4 C8,08,0,(,c) ae 2 0 0 2 0 2 0 
6|0|213|8 | 5 | C6,(6,a), ae) 2 2 0 0 | 2 0 2 0 
?7|ol2 303 DD ns baess | 2 2 2 0 0 2 2 
sl0l2|13|s3|e|cs,s» 2 2 2 2 0 0 2 2 
9 | ots|3|4|? les,s) #8 2 2 2 0 0 2 2 
1010|4|3|5| 8 |G,0, best 2 |3 2 0 1 2 3 


$9.7 有 向 图 的 中 国 邮 路 问题 


上 一 章 我 们 讨论 了 了 光 向 图 的 中 国 邮 路 问题 ， 如 果 虹 路 需要 用 边 带 权 的 有 向 图 来 表示 ， 
就 成 为 这 一 节 我 们 要 讨论 的 课题 。 与 无 向 图 比较 ， 解 有 向 图 的 中 国 邮 路 问题 要 复杂 一 些 
但 是 下 面 我 们 将 会 看 到 ， 应 用 求 最 小 费用 流 的 算法 来 解 这 一 问题 ， 会 到 得 很 好 的 效果 。 

首先 ， 如 果 有 向 图 妃 是 这 通 昌 平衡 的 ， 根 据 定理 8,8， 力 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 遍 万 欧 
拉 回 路 ， 即 是 邮 路 的 晤 优 投递 路 线 ， 它 的 算 莫 已 在 $8.4 中 讲 过 ,这 时 我们 只 讨论 马 不 是 有 
向 欧 拉 图 的 一 般 情况 。 

与 无 向 图 类 似 ， 如 果 丰 是 欧 拉 图 ， 则 邮 路 的 投递 路 线 ， 必 须 重复 罕 过 一 此 边 ， 对 无 向 
图 来 说 ， 只 要 图 是 连通 的 ， 邮 路 问题 一 定 可 以 通过 重复 一 些 边 而 得 到 解决， 但 是 对 于 有 向 
图 ， 在 某 种 情况 下 即使 重复 一 些 边 ， 邮 路 问题 也 是 无 解 的 。 。 六 3 
如 图 9.39 所 示 的 有 向 图 ， 不 管 鄂 些 边 重复 多 少 遍 ， 部 不 可 能 
构成 穿 过 每 条 边 至 少 一 次 的 有 向 闭合 回路 ， 从 图 可 以 看 出 原 
因 在 于 不 存在 从 结 皮子 集 {fz,，zz，s} 到 结 点 子 集 {7， 入 ， 
如} 的 通路 。 由 此 可 知 ， 一 个 有 向 图 对 邮 路 问题 有 解 ， 必 须 
实 足 茶 些 条 件 ， 即 下 面 的 定理 。 

定理 9.4 有 向 图 刀 存 在 穿 过 夭 条 边 至 少 一 次 的 有 向 闭 图 9.34 
合 回路 的 完 要 条 件 是 刀 是 强 连 通 图 。 

证 显然， 如果 刀 存在 这 样 的 回路 ， 则 刀 的 任意 两 个 结 点 怀 和? 必然 在 回路 上 至 少 出 
钢 一 次 ， 因 此 一 定 存 企 从 7w 到 v 的 通路 以 及 从 2? 到 zt 的 通路 ， 放 尹 是 强 连 通 的 。 

反之 ， 如 果 力 是 强 连通 图 ， 则 必然 存在 从 也 的 任 一 结 点 # 出 发 经 过 其 些 结 点 义 问 到 
的 闭合 回路 C， 如 果 C 已 通过 每 条 边 至 少 一 次 ， 则 命题 得 证 ， 否 则 ， 设 过 (oz， op 不 在 C 
上 ， 由 于 图 是 强 过 通 的 ， 必 然 存 在 从 #4 到 vw 的 通路 (ww 以 及 从 才 到 # 的 道路 王 
(oj 如 )， 这 两 条 通路 加 上 边 (vi，v;) 构成 回路 C 

C’=(P(a, v0), tvisd7 s Py, 4)) 
将 C 与 C' 并 ,得 到 含有 边 tvi，D 的 一 个 更 大 的 回路 C*"， 如 果 还 有 边 不 在 C" 上 ， 又 可 继 
续 上 面 的 过 程 ， 最 终 即 可 得 到 通过 每 条 边 至 少 一 次 的 闭合 回路 。 

下 面 我 们 在 满足 强 连 通 的 前 担 下 ， 讨 论 有 向 图 的 中 国 邮 路 问题 。 a 

如 果 强 连通 有 向 图 不 是 欧 拉 图 ， 邮 递 路 线 必须 重复 党 过 某 些 边 ， 设 边 (1t ，v) 重复 窑 
过 的 次 数 记 作 rz ,v )， 则 最 优 邮递 路 线 的 问题 就 是 寻求 重复 边 的 总 长 度 为 最 小 值 ， 即 

min( lu, Tr, 2)) (A) 


其 中 Cw ,0) 表示 边 ‘#，v) 的 长 庶 〔 权 )。 
重复 穿 过 某 些 边 ， 相 当 于 在 原来 的 图 了 上座 加 这些 边 的 平行 边 ， 使 儿 成 为 欧 拉 图 D”， 
所 以 添加 平行 边 ， 对 无 向 图 来 说 有 的 在 于 使 每 个 结 点 的 次 数 均 为 偶数 ， 对 有 向 图 来 说 ， 则 
是 使 之 成 为 平衡 图 《 旭 每 一 结 点 的 引 人 次 数 与 引出 次 数 相 等 ), 为 此 我 们 用 DC ) 表 示 结 点 
双 的 引入 次 数 与 引出 次 数 之 差 ， 即 
D(#) = Adeg (0) — deg* (ww) 


丁 


吾 


四 
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因此 , 当 DD(w )>0 时 ,在 构造 欧 拉 图 书 " 中 必然 在 结 点 上 添加 引出 边 以 增加 # 的 引出 次 数 
deg*《w)， 同 理 当 DKw)<< 0 时 , 则 在 入 上 添加 引入 边 以 增加 ww 的 引入 次 数 使 之 达到 平衡 。 
如 果 我 们 把 边 的 重复 次 数 *(# , ! 》 看 作 边 的 流 昌 ，d (#w,v ) 看 作 边 ‘ww,v) 通 过 单位 
流量 的 费用 ， 则 式 《A》 寻 求 重复 边 总 长 度 为 最 小 的 问题 可 化 归 为 求 最 小 费用 流 的 问题 。 
对 任 一 有 向 图 ， 下 式 均 成 立 
Z Dil) Dv) 


E143 vw DI) 0 

因此 我 们 可 以 构造 -- 个 有 向 网 络 五 (， 令 万 (4)>>0 的 结 点 4 为 发 点 ， 夯 (2 )<0 的 结 
点 4 为 收 点 ,一 般 来 说 这 些 结 点 不 是 叭 … 的 ,可 以 仿照 多 发 点 多 收 点 的 算法 ， 增 设 一 个 虚拟 
发 点 S 和 一 个 虚拟 收 点 圭 ， 连 接 S 和 各 发 点 4， 置 <S，“# 沁 的 容 晤 为 D(w), 费用 为 0， 
同班， 连接 各 收 点 和 #， 置 (v ,1) 的 容量 为 一 DLv )， 费 用 亦 为 0， 其 他 各 边 的 容 车 
均 为 x， 费用 即 为 该 边 的 长 度 《 权 )。 于 是 可 求 出 D' 的 最 小 费用 流 ， 它 构成 了 总 长 度 为 最 
小 的 重复 边 ， 因 而 可 求 出 有 向 欧 控 图 D”， 找 到 了 上 邮递 路 线 的 最 优 解 。 

根据 上 向 的 分 新 ， 即 得 出 有 向 图 中 国 邮 路 问题 的 算法 如 下 : 

1. 构造 有 疝 网 络 万 ， 

2， 求 出 DD’ 的 最 小 费 败 的 最 大 流 

3. 构造 有 向 欧 拉 图 万 7 

4. 求 出 D? 的 有 向 欧 近 回路， 即 是 邮递 路 线 的 最 优 解 。 

例 9.10 设 有 向 邮 路 如 图 9.40 所 示 ， 求 最 优 闻 递 路 线 。( 图 中 边 的 数字 下 示 长 度 ) 

解 : 

《~》 构造 DD 


Dl )=deg (0)—deg' (0) 
=1—2=~1 
Dv)=deg (va) deg (v2)=2—2=0 
国 理 DC)=2, Dlv)=1, Dlvs)=—2 
因此 有 两 个 发 点 ，m，w%， 两 个 收 点 : zt，zs。 为 此 增加 -一 虚拟 发 点 S 和 一 号 拟 收 点 
# ， 连 搂 S 和 m，w， 及 ui， 5 和 上 上 得 冯 ' 如 图 9.41， 图 中 边 上 的 数字 表示 单位 流量 的 费 
用 ， 并 置 


CCS,0s) =C (0st) =2 
ClSs0)—C0t) =1 
尘 所 有 其 他 边 (# ,2), 均 图 C (wv) 二 ce 
*，274。 


(二 )》 求 D' 中 最 小 费用 最 大 流 
及 $9.6 中 的 算法 ， 当 饱和 时 得 到 网 上 流 的 两 条 路 径 
也， S 一 ve->04 tet， 流量 为 2 
瑟 ， 3 一 四 一 2 一 0 为 流量 为 上 
(三) 构造 欧 拉 图 D* 
将 路 径 1, 了 P 的 边 加 到 思 上 (这 里 S，# 是 虚拟 结 点 ， 
故 路 答 两 端的 边 需 除 去 ), 注 意 : ,的 流 车 为 2， 套 这 些 边 需 
重复 两 次 ， 而 卫 : 上 的 边 只 需 重复 1 次 , 于 是 得 到 D* 和 如 图 
9.42 所 示 。 
《四 ) 最 优 邮递 路 线 为 


(Wis 029 V3 Viygsy V2s V4305503, V4 Vss Ves Vss Vas Dos UL) 
由 于 算法 中 各 步 的 时 间 复 杂 性 都 是 或 1E | 的 多 项 式 ， 总 的 计算 景 也 是 多 项 式 级 的 、 
因此 是 一 较 好 的 算法 。 


39.8 无 向 网 络 的 流 


一 、 流 与 切割 

无 向 边 权 网 络 与 有 向 边 权 阅 络 的 区 测 ， 直 要 在 于 前 者 的 经 一 条 边 《如 ,0》 半 通过 流 
的 方向 是 不 加 限制 的 ， 胎 可 从 流向 2， 也 可 从 v 流向 名 ， 因 此 我 们 在 图 中 给 边 标 方向 其 
古 表 示 目 前 边 中 访 的 方向 。 号 有 问 边 权 殉 络 相 辐 ， 我 们 仍然 讨 纶 受 容 虹 限制 的 可 行 流 。 

在 第 三 意 $3.9 中 ， 我 们 讲 了 断 集 的 磋 合 ， 在 这 里 我 们 要 讨论 一 种 特殊 的 断 集 ， 邮 在 
无 向 网 络 入 =《V, EE) 中， 若 发 虑 SEVCV， 收 点 EP， 则 称 断 集 E(V ,PW 为 N 的 
切 制 ， 并 把 由 六 ;到 六, 的 方向 定 为 此 切割 的 方向 。 

定义 9.14 设 下 是 无 向 网 络 N=(y ,EE》 上 分 配 的 可 行 流 ,着 雁 在 切割 (V1)。 
它 的 每 一 条 边 都 是 季 和 边 ， 则 称 此 切割 为 当前 流 的 饱和 切割 。 

定义 9.15” 设 下 是 无 向 网 络 允 一 ( 太 , 互 ) 上 分 配 的 可 行 流 ， 若 切割 互 (F,, 记 ) 的 经 
一 条 边 都 是 亿 和 边 ， 且 边 中 流 的 方向 均 和 切割 的 方向 一 致 ， 则 称 此 切割 为 当前 流 的 基本 多 

和 切割 。 

必须 指出 ， 饱 和 切割 与 基本 亿 和 切割 是 
有 区 别 的 ， 如 图 9,43 (3 ,切割 S = f{e, 6， 
是 饱和 切 市 但 不 是 基本 饮 和 切割 ， 因 为 
边 e 中 流 的 方向 与 切 制 的 方向 不 一 致 , 而 图 
9.43《P ) 的 切割 {e168:,66} 出 是 基本 饱和 
切割 。 

定理 9.5 设 F 为 网 络 N=(V,E) 上 

图 9.43 的 流 ， 著 不 存在 基本 饱和 切割 ， 则 流量 必 小 

于 网 的 最 大 流 ， 即 


fsSsD Tf 
* 275 + 


其 中 ./。 表示 网 络 可 能 传输 荡 的 节 大 值 。 
证 对 网 上 流 奖 的 分 配 ， 分 两 种 情况 证 明 如 下 
《1)》 既 不 存在 基本 饱和 切割 ， 也 不 存在 饱和 切割 。 
此 时， 我 们 将 各 条 边 〈2# , ») 的 容量 CLw ,2 ) 改 为 
C’ (gs0) =C(, 0 — f(t,0) 
并 删除 C'《% ,5 ) =0 的 那些 边 ， 由 于 不 存在 饱和 切割 ， 图 仍然 是 过 通 的 ， 即 存在 从 5S 到 
的 通路 Pe， 我 们 可 以 在 这 条 通路 上 增加 一 流量 A 了 了 
Af=min{C’ (nu,v)| (u,v) € Ps:} 
由 此 可 见 原 来 的 流量 人 ( s 。# 》 并 非 景 大 流 。 
《2 ) 不 存在 基本 饱和 切割 ， 但 存在 饱和 切割 。 
如 图 9.44 所 示 的 S 三 E(V 7) 表示 饱和 切割 ， 其 中 eyewyei 表示 流 的 方向 与 动 制 
方向 一 致 的 饱和 边 ，ei*oerrzy ex 表示 流 的 方向 与 切割 方向 相反 的 边 ， 记 Sa: 一 {eso er 
5s gr} 
现在 我 们 将 各 条 边 的 容 景 改 为 : 
Cg0) =C680)— fv (Hy) ES 
CO’ (us0)=CU 0D) + fv) PA) € Se 
然后 删除 C' (w,v) = 0 的 壕 ， 显 然 图 仍然 是 连通 的 ， 贡 
在 在 从 S 到 # 的 通路 号 ， 可 以 增加 这 条 通路 中 的 流 ， 因 此 原 


来 的 流 基 A/(S, 丰 不 是 最 大 流 。 n 
定理 9.6 当 且 仅 当 网 上 的 访 忆 至 少 产 生 一 个 基本 饱和 
图 9.44 切割 时 ， 才 有 
f= fn 


证 对 网 络 丸 的 任 一 切割 上 《V1, 庆 ,)， 网 上 的 流 都 必须 通过 切割 中 的 边 ， 因 此 从 5S 
到 能 输送 的 最 大 流量 不 能 超过 切割 中 边 的 容量 之 和 ， 这 对 任 一 切割 均 不 例外 ， 而 基本 人 饱 
和 切割 各 边 的 流量 已 达到 正 向 饱和 ， 显 然 此 时 的 流量 已 达 到 景 大 可 能 什 。 

由 定理 9.5 可 知 ， 只 要 未 出 现 基本 饱和 切割 ,网 上 的 芒 还 可 增加 , 作为 定理 的 逆 命 题 ， 
即 证 当 网 上 的 流 为 最 大 人 时 ， 一 定 产生 了 至 少 一 个 基本 饱和 切割 。 1 

册 定 理 9.6 即 可 得 出 无 向 边 权 网 络 的 最 大 流量 小 切割 定理 如 下 

定理 9.7 无 向 边 权 网 络 的 最 大 流 等 于 切割 的 基 小 容量 ， 邵 

max (st) =min{C(K)IK €{E(V ,PD)}} (9.11) 


二 ， 最 小 切割 的 求法 

定理 9.7 告诉 我 们 ， 只 要 找 出 网 络 的 最 小 切割 ， 即 可 确定 网 络 可 能 输送 的 最 大 流量 ， 
诚然 ， 我 们 可 以 把 网 络 的 所 有 汤 集 都 求 出 来 ， 然 后 握 弃 那些 没有 分 离 S 和 的 断 集 ， 结 果 
得 到 所 有 分 离 S 和 上 的 切割 ， 从 中 找 出 容量 最 小 的 切 审 ， 即 为 所 求 。 但 是 这 种 做 法 效率 是 
低 的 。 下 面 我 们 介绍 应 用 生成 元 产生 所 有 切割 的 算法 ， 为 此 先 介绍 两 种 特殊 断 集 环 和 的 概 
念 。 


对 于 无 向 边 权 网 络 入 一 (VV, 五 ,V1 忆 P, 了 一 一 V9 车 发 虐 S EF, 胶 点 2 了 P，， 
由 将 切割 记 作 S 《sy 站 。 阁 s,fEVi( 或 s,tE 玫 由 则 将 断 集 记 作 SCGsty')。 因 此 前 者 表示 分 离 S 
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和 :的 断 集 ， 后 者 则 表示 没有 分 离 5 和 上 的 断 集 。 以 后 我 们 将 证 明 ， 一 个 断 集 如 果 不 是 害 
集 ， 则 可 分 解 成 为 若干 个 割 集 的 边 不 重 并 集 ， 现 在 我 们 先 过 论断 集 是 割 集 的 情况 。 
定理 9.8 设 Si(s: 电 和 Sa:(s3 坟 都 是 割 集 ， 则 
(1) 著 Sils; 用 Si(s; 丧 是 制 集 ， 则 它 不 能 分 离 S 和 /。 
《2) 著 SiCs; 人 )@BSi(s;t) 不 是 制 集 ， 则 它 可 表 为 若干 个 边 不 重 的 割 集 的 并 集 ， 而 且 
或 者 有 两 个 割 集 分 离 S 和 # ， 或 者 一 个 也 没有 。 
证 ，〈 1 ) 我 们 将 图 的 结 虚 集合 及 分 成 四 个 互 不 相交 的 
非 空子 集 所 FF:，Fz:， 防 2 如 图 9.45 所 示 ， 并 令 
Vi=Vu UV 
Va=V nV, 
网 ,=Va UV Po=ViU Va 
令 sa tiETaz 
MW Silssd =EWV xP), Ssih) =E(V, xP2) 
由 定理 3.20 的 推论 可 知 
E(V xV)=EV XV IDEV xP)IODED, xP,) 
天 E(VixP)=EVxVIBEV xV DBE, x,) 
同 理 EV xP)=EV xVIOE(V, x VIOET, xP,) 
则 SIssD BSAst) =E(V x PIBEV: XV.) . 
=E(V, xV OE(V, xP BE(V, xV ODED, xV,) 
VPuUVi PVaU VV=VuUVaP=VUV: 代入 
SS DSS =ECVH UV x Vn UV DEVa JVs x Va Vas) 
DEV 1 UVa VNUV DETV UV x Vs UVs) 
因 ECVuUVaxVuUV)=EV xVIDEV VI)OE VxVI IOETVs x Vs) 
类 似 地 ， 其 他 各 项 亦 可 展开 ， 经 过 化 简 后 可 得 
Ss) BSS =EV x VDEV XV BEV x VDE(V Ls x En) 
=E(VuUVex VaU Vs) 
=E(Vs x) 
其 中 Vo=V UV P=VisUVa, VUP,=V 
因 EC(Vs x 忆 ) 是 割 集 ,而 s,iEV，, 故 它 不 分 离 和 二 。 
C2) 由 于 E(Vs x 六》 不 是 割 集 ， 设 删除 断 集 E(Vs x 
也 ,) 的 所 有 边 后 ，V， 被 分 成 及 个 这 通 分 块 而 六 ,被 分 成 w 个 
连通 分 据 ， 如 图 9.46 所 示 。 这 时 有 两 种 可 能 
《4) s，,# 同 在 一 个 连通 分 抉 中 ， 不 失 一 般 性 ， 设 
Sst€ Vo 
出 Si(ssH) Sa(s3t) 
=E(Vs xV,) 
K 
= @ E(yaxT,) 
f=1 
=EVaxV BEV PT)D.DEVxV,) 
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=S(st3") USa(stye) Ue USk(sty*) CA) 
它们 是 边 不 重 的 制 集 的 并 集 ， 而 且 没 有 一 个 制 集 分 离 了 8s 和。 
(5) s, 才 处 在 两 个 不 同 的 连通 分 块 中 ， 设 
sEVn, t€EVe VafIVes=y 
由 式 《A) 可 见 ， 只 有 两 个 割 集 ECV ox 了 Ps) 和 EVos x 六 ,) 分 高 s 和 # ， 其 余 割 集 都 没有 
分 离 s 和 #。 I 
定理 9.9 设 Siss 四 和 Salst3") 都 是 割 集 ， 则 
《1) 著 Si(s;) 四 Ss(st*) 是 制 集 ， 则 它 分 离 3 和 #。 
(2) 车 SiCssf) 旬 Sz(sty*) 不 是 割 集 ， 则 它 可 天 为 若干 边 不 重 的 制 集 的 并 集 , 而 且 
其 中 必 有 一 个 割 集 分 离 和 #。 
证 ，《1) 仍 将 图 的 结 点 集合 六 分 为 四 个 互 不 相交 的 非 空子 集 ， 如 图 9.45 所 示 ， 并 令 
SEVu, ET 
EV xP)=S (sd), ECVax Ps)=S2(sty") 
虹 Si(s3P) DS2(st3*) =E(Vs xP,) 
可 见 SET teED, 
即 (Vs x 产 分 离 了 s 和 上 +。 
《2 ) 由 于 ECVs x 也,) 不 是 制 集 ， 图 的 结构 仍 用 图 9.46 来 天 示 ， 不 失 一 般 性 ， 设 
SET iEéVn 


因 EVsxPs)=E(Vn x PIDECVs XPV)D"DEVor x Vs) 
而 VaullVs=$ 1F7, bf=12K 
故 E(Vsx Po)= EV xP)UETVe YP) UU EV Xx Vs) 


即 E(Vs x 六) 可 表 为 车 千 边 不 重 的 制 集 的 并 集 ， 而 且 其 中 只 有 割 集 ECVot x 六 ,) 分 离 
了 s 和 t+。 ' 
定理 9.10 设 Si(st*) 和 Salsi3*) 都 是 制 集 ， 则 
(1) 著 Si(si*) 外 Sa(siy*) 是 害 集 ， 则 它 不 分 离 和。 
(2) 车 Si(st*) 合 Sasi3*) 不 是 割 集 ， 则 它 可 表 为 若干 边 不 重 的 制 集 的 并 集 ， 而 且 
或 者 有 两 个 割 集 分 离 和 #， 或 者 一 个 也 没有 。 
证 ， 《1) 我 们 将 结 点 集合 六 分 成 三 个 互 不 相交 的 非 空子 集 了 到 2 和 下。， 如 图 9.47 
所 示 。 并 设 


Va=V UP, Va=V UVs 
ss EV 
则 ”ECV4xP0) 和 E(Vs x Ps) 都 是 没有 分 离 s 和 + 的 割 集 > 
即 
Sil(st3")=E(Vsx Ps) 
Salsts*) =E(Vs x Va) 
则 Si(st3°) DSastn) = EVax TODEVs x Vs) 
一 下 (PUT xV DEV UV xV) 
=E(V, XV DE(V x VYODE(V: x VIBE(V, xV1) 
一 下 (Pa xV)DBE(V,: xV,) 
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EC(Vs x VIUVs) 

由 图 可 见 ， 因 S，fEV。， 压 ECV。xV UVs) 没 有 分 离 S 和 #。 和 

《2) 沙 已 (FaxyiU7s)》 不 是 割 集 ， 仍 可 用 图 9.46 来 表示 ， 此 时 Vs 相 当 于 图 中 的 
Ta， 了 U7s 相当 于 图 中 的 六 ;,， 证 明 方 法 与 定理 9.8〈 2 》 的 证 明 完全 相同 。 

上 面 的 定理 同时 也 证 明了 一 个 断 集 或 者 是 割 集 ， 或 者 是 车 于 个 边 不 重 的 割 集 的 并 集 。 
央 此 我 们 可 以 把 以 上 三 个 定理 综合 成 如 下 定理 。 . 

定理 9.11 设 {SCs;)} 表 示 所 有 分 离 S 和 # 的 切割 集合 ，{SCsts*)} 表示 所 有 不 属于 
{SCs; 引 } 的 断 集 集合 ， 则 

(1) 著 S1，S:E{S(s32)}, 则 S15S;€E {SCsEy *)} 

(2) 车 SS， SsE{S(sB)}, 则 SDSE {Ss )} 

(3) 营 SE{SC83D)},，S2E{SCsb*)}， 则 S, 四 S:€E {SCs;)}。 

根据 定理 9.11， 如 果 我 们 取 网 络 各 结 点 的 关联 集 So，.3，…，.Sr-x: 作 为 一 组 生成 元 ， 
设 


SoE {SCs;H)} 
SE {SCs3D)}, j=1,2,°",n—2 
则 有 So 由 SrE{SGCs 人) 
即 通过 这 组 生成 元 的 所 有 可 能 的 环 和 ， 可 以 生成 1S(s: 纹 }。 用 C(S ) 表 示 切 割 $ 的 容量 ， 
可 以 求 出 最 小 切割 ， 它 的 容量 即 为 网 络 人 允许 输送 的 最 大 流 。 于 是 我 们 得 到 求 网 络 最 大 流 的 
算法 如 下 
1. 求 出 图 的 线性 独立 关联 集合 组 So,S1，,"…,Ss-a。 其 中 So€ {ss}， Si {SCs; 直 }， 
了 一 1 一 2 
2。 求 出 {Ss; 从 } = {SoGDSx}。 其 中 Sx 表示 和 集合 {8，Si 5S:，*…，Sswz} 所 有 子 集 的 
环 和 
3. 求 出 maxf (sD)=mim{C(S)|ISE{S(sD}} 
例 9.11 一 无 向 边 权 网 络 如 图 9.48 所 示 ， 其 中 边 上 的 数字 表示 其 容量 ， 求 网 络 的 最 
大 流 。 
解 ， 求 出 各 点 关联 集 
SCs) 一 {2 82} 
S(a) ={0, 6s, es} 
S(b)={6, es, 05, ba} 
S(O) = {0 és, 601, cs} 
S(a) = {es, 01, 6} 
则 So=S(s)DE =5(s), CS) 7+8=15 
Si=S(s) DS (a) = {es, 6, 04}, CH) 一 15 
2 ==S(S) PDS) = {0 0s, 65, Ge}, CS) =19 
Ss=S(YDS)={a er 1 Gs 67, 1}, CS3)=31 
SI=S(H)DS (DD=1{0, 6 ee 0 br}, CS) =35 
Ss=S{(s)PBS(a PDS) ={0, es, 00}, CSs) =9 
So=S(s)DS() BS (0 = {8 es 0s, 61, ee}, CSe)=25 
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S1=S(YBS (DDI = {0 os, 01, es, er, 09}, CS7) =3F 
Sa=S(s)BSW BS = {0 03, ee Ge er Gs}, CSs)=3 
Ss=S(8) DS DIA) ={0, es 5, 01, 069}, C59) 一 31 
Si=S()BDIODBS(A) ={0 41, 4, Gs, Ges Ga, 6s}, CS10) =39 
Su=S (8) BS (a DS BS (0) = {86 tr ea}, CS1) =15 
Su=S() B50) DSH BID = {0 0ss 01, 0}, CS1) =21 
Sus=5(8) BSD DI) DS A) = {0 63, 64 Ga, 031}, CH) 一 31 
Su=S() DI a) DSBS (a) = {0 63, 0s, es es, ea}, CI) 一 36 
Sis=5 (8) DS 0DS (DDI OSD = {0, ed}, CS1s)=15 
故 min S=Ss= {01, ¢s, en} 
max f(s, 有 一 C495) 一 9 
用 计算 最 小 切割 的 方法 求 网 络 的 最 大 流 ， 当 网 络 的 结 点 数 为 %* 时 ， 有 * 一 1 个 线性 独 
立 的 关联 集 ， 需 要 进行 2"": 次 环 和 运算 ， 显 然 计算 的 复杂 性 不 是 多 项 式 的 ， 只 有 当 % 较 
小 时 ， 这 一 算法 方才 可 行 。 


三 、 用 标记 法 求 最 大 流 

标记 法 同 样 可 以 用 来 计算 无 向 边 权 网 络 的 最 大 流 ， 只 是 对 反 向 边 在 标记 或 增 广 过 程 中 
的 算法 要 略 作 修改 ， 事 实 上 无 向 网 络 边 中 流 的 方向 是 没有 限制 的 ， 所 以 反 向 边 只 是 表示 当 
前 边 中 流 的 方向 与 路 径 方向 相反 。 如 图 9.49 所 示 ， 若 流 的 方向 定 为 由 4 流向 5， 则 / (4， 


图 9.49 
5) 为 正 ， 边 《4 ，5) 称 前 向 边 ，f (5，c ) 为 负 值 ， 边 (5，c ) 称 反 向 边 ， 于 是 
标记 过 程 中 4 的 《2 〉 作 和 如 下 修改 
《2)' 车 (wo)EE 且 f(w， 9) 达 0 时 ， 则 将 ?标记 为 (w， 一 ，A(v))，、 其 中 
A(v) =min{A(H), Cu, DD— fu, vo)} 
对 增 广 过程 中 Bs 亦 作 部 分 修改 如 下 ; 
车 z 的 标记 为 ? ， 一 ，A(z ))， 则 
9 ae—f lg, 2 +A) 
例 9.12 用 标记 法 求 图 9,48 所 示 的 无 向 边 权 网 络 的 最 大 流 。 
解 ， 给 出 一 初始 可 行 流 的 分 配 如 图 9.50《〈4 所 示 、 图 中 边 上 标的 方向 表示 当前 边 中 
流 的 方向 ， 标 记 及 增 广 过 程 依次 如 图 (a)，(b)，(c)，(d) 所 示 。 在 图 (d) 中 ， 结 
点 5 ， 和 收 点 二 已 不 可 能 获得 标记 ， 算 法 至 此 结束 。 可 得 
:={s, a, 8}, ={c, 4, # 
基 小 切割 
(Vi, PF)={(as ec), (8, 0), (6, 4)} 
景 大 流 
max f(s, =C(V, PL) 
3+2+4=9 
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+ pe Smarrt, Bf-1 


Cb) 
Ca 
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pi strbrdrt, Af=? 
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图 9.50 


习题 与 思考 题 


1。 在 什么 条 件 下 ， 从 发 点 至 妆 点 ， 能 有 一 条 全 部 由 反 向 边 组 成 的 流 的 可 增 广 路 ? 在 
什么 条 件 下 ， 从 发 点 至 站 点 ， 能 有 ~- 条 全 部 由 前 向 边 组 成 的 流 的 可 增 广 路 ? 

2、 用 标记 法 求 图 9.51 所 示 网 络 的 景 大 流 《图 中 边 的 标号 为 容量 及 流量 》 

3。 用 景 得 路 径 法 求 图 9.52 网 络 的 最 大 流 


图 9.52 


4。 一 制造 高 需要 把 两 个 车 间 D,，D; 生产 的 同类 商品 通过 运输 网 络 输送 到 三 个 销售 
点 Mi ，M2，Ma: 去 ， 如 图 9.53 所 示 ， 设 各 销售 点 计划 销售 量 $CM) 分 别 为 g%( 了 一 10， 
$(M:)= 二 8，$(Ms) 一 8， 问 如 图 所 示 网 络 的 运输 能 力 能 否 满足 这 一 要 求 ? 两 个 车 间 生 产 数 
量 多 少 最 为 恰当 ? 
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5. 七 种 设备 时 用 五 架 飞 机 运往 目的 地 ， 每 种 设备 各 有 四 台 ， 这 五 架 飞 机 的 容量 分 别 
是 8，8 ,5 ,4，,4《 台 ， 问 能 否 有 一 种 装载 法 ， 使 同一 种 类 型 设备 不 会 有 两 台 在 同一 架 飞机 
上 。 

6。 上 题 中 车 飞机 的 容量 分 别 是 7 ,7 , 6 , 4 ,4 台 ， 求 问题 的 解 。 

7， 贞 xza，2a 是 三 家 工厂 ，j，j 和 加 ， 和 是 三 个 仓库 ， 工 厂 生产 的 同类 产 品 要 运往 
仓库 ， 其 运输 网 络 如 图 9.54 所 示 ， 设 2，xa，xs 的 生产 能 力 分 别 为 40，20，10 个 单位 ， 
间 应 如 何 安排 生产 ? 


图 9.53 图 9,54 图 9.55 
8， 设 有 张 三 、 李 四 、 王 二 、 赵 五 四 人 及 小 提琴 、 大 提琴 、 钢 琴 和 吉他 四 种 乐器 ， 已 
知 四 人 的 擅长 如 下 : 


张 三 檀 长 拉 小 提琴 、 大 提琴 和 吉他 

李 四 擅 长 拉 小 提 雁 和 大 提 雁 

王 二 擅长 拉 大 提 雁 和 钢 座 

赵 五 只 会 弹 吉 他 
今 假设 四 人 同 台 演出 ， 每 人 奏 一 种 乐器 ， 问 四 人 同时 各 演奏 一 种 乐器 时 所 有 可 能 的 方案 、 
试 把 此 问题 化 为 最 大 流 问 题 。 

9 试用 最 短路 径 法 求 图 9,55 所 示 网 络 的 最 小 费用 澳 。( 图 中 边 上 标的 数字 表示 (4 
vce,9)) 

10。 试用 对 偶 变 量 靶 解 第 9 题 。 

11、 如 图 9.56 的 强 连 通 有 向 图 ， 试 求 最 优 邮递 路 线 及 其 总 路 程 。 

12。 试用 求 最 小 切割 的 方法 求 图 9,57 所 示 无 向 边 权 网 络 的 最 大 流 。 

13。 试 用 标记 法 求 图 9.58 所 示 无 向 边 权 网 络 的 最 大 流 。 
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Geg ( 幼 
dog* (v) 
deg (v) 
Es 

G 
GPGs 
GGs 
A 0) 
WT) 
Lj 
rx 
Sl(v) 
Kr 
deg(R) 
(GG) 或 6 
AtG) 或 A 
4CC) 
Km,a 

五 (已 
N(A) 
40) 或 44j(0) 
WH, 0) 
wM) 
7(G) 
po) 
gE 
I(G) 
D(G) 
CCG) 
BG) 
(G1, G3) 
Pr(G) 
TE(v) 
TL(v 


符 号 表 


结 点 ? 的 次 数 〈 与 2 关联 的 边 数 ) 
结 点 ?的 引出 次 数 《3 引 出 绒 的 数 自 》 
结 点 5 的 引入 次 数 《引入 慑 的 数目 ) 
个 结 点 的 完全 无 向 ) 图 

图 G 的 补 图 

图 GG 和 Gs 的 环 和 

图 G1 与 Gs 同 构 

结 点 到 ?的 距离 《最 短路 径 长 度 》 
带 权 树 了 的 权 树叶 带 权 》 

小 于 等 干 * 的 最 大 整数 

大 于 等 干 %* 的 景 小 整数 

结 点 ?的 关联 集 ( 与 vz 关联 的 边 集 ) 
图 G 关于 生成 册 了 的 基本 割 集 给 
面 尺 的 次 数 〈“ 及 周 界 边 的 数目) 
图 的 最 小 次 数 ，min{degvjvEV} 
图 GG 的 最 大 次 数 ，max{dsgv1vEV} 
图 G 的 席 讼 《 非 平面 图 分 为 平面 子 图 的 最 少数 目 》 
完全 个 图 ，%=|V1|，# 二 |V2 
路 径 P 了 上 的 边 集 

与 4 中 结 点 邻接 的 点 集 

与 ? 邻接 的 结 点 集 

边 (w，?) 或 (4,v) 带 的 权 
匹配 下 边 权 之 和 

图 G 的 奇 分 支 数 

图 G 的 点 色 数 

图 G 的 边 色 数 

G 的 独立 数 《 最 大 独立 集 的 基数 》 

G 的 支配 数 (最 小 支配 集 基 数 的 最 小 值 ) 
GG 的 点 覆盖 数 〈 最 小 点 履 盖 的 基数 ) 


”G 的 轩 的 最 小 数 


Gr 和 Gs 的 联 图 

G 的 不 同 五 着 色 数 〈G 的 着 色 多 项 式 ? 
事件 的 最 早 完成 时 间 

事件 岂 的 最 晚 完 成 时 间 
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G* G 的 闲 包 图 
CC 用 边 心 , 罗 的 容量 
(CE 了) 边 人 "只 上 的 访 量 二- 和 
fs,t) 网 络 中 的 流量 
CC, P1) 切割 (V1，P1) 的 容量 
Ao 网 络 的 可 增 广 路 中 流 的 增 量 
Ai 边 (o， srp 的 可 增加 流量 
Co 点 权 网 络 结 点 请 的 容量 
CU v) 网 络 中 流 过 边 44# , ? ) 单 位 流量 的 费用 
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